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Povzetek

V nalogi smo odkrivali nedoslednosti v slovenskih gimnazijskih ucbenikih za
matematiko in raziskovali matemati¢ne probleme, povezane z odkritimi neskladji.
Podrobno smo pregledali u¢benike zalozbe DZS (Matematika 1, 2, 3 in 4), zalozbe
Modrijan (LINEA nova, PLANUM novum, SPATIUM novum in TEMPUS novum) ter
zalozbe ZRSS (VEGA 1, 2 in 3). Nedoslednosti smo iskali znotraj samih u¢benikov
(neskladja med definicijami, besedili nalog in njihovimi reSitvami) ter med omenjenimi
ucbeniki, v katerih se definicije dolocenih matematic¢nih pojmov razlikujejo. Odkrili in
opisali smo dvajset neskladij. Ugotovili smo, da so nekatera neskladja takSna, da
lahko prinesejo razlicno vrednotenje dijakovih izdelkov ob upostevanju definicij iz
razlicnih ucbenikov. Za vsak opisani problem smo predlagali ustreznejSo
matemati¢no definicijo. Raziskava je pokazala, da bi bilo potrebno poiskati Se
morebitna druga neskladja, poenotiti definicije ter napisati slovenski matematicni
terminoloski slovar.

Klju€ne besede: nedoslednosti, matemati¢ni u¢beniki, definicije matemati¢nih pojmov

Abstract

The aim of the research paper was to detect the inconsistencies in Slovenian
secondary school mathematics textbooks and investigate the mathematical problems
related to certain inconsistencies. Our research was limited to the mathematics
textbooks of the following publishers: DZS (Matematika 1, 2, 3 and 4), Modrijan
(LINEA nova, PLANUM novum, SPATIUM novum and TEMPUS novum) and ZRSS
(VEGA 1, 2 and 3). Imperfections were found both within the textbooks themselves
(insufficient definitions and instructions, solutions not matching the definitions, etc.)
and among the listed textbooks (various definitions of the same concept).
Approximately twenty inconsistences were detected and described, concluding that
some of them may affect the assessment of students’ answers, even when it comes
to the Matura exam. A more suitable definition was suggested for each detected
imperfection. The results show that there may be other flaws in Slovenian textbooks
that need to be discovered. We also think that mathematical definitions should be
standardized and collected in a Dictionary of Technical Terms.

Key words: inconsistencies, mathematics textbooks, mathematical definitions
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1. uvOoD

Matematika kot znanstvena veda Ze sama po sebi zahteva oblikovanje jasnih
definicij. SrednjeSolci pricakujemo, da so temeljni koncepti v vseh ucbenikih enako
obravnavani. Med Solanjem smo ob uporabi u¢benikov razli¢nih zalozb opazili
doloCena neskladja. Na doloena neskladja so opozarjali tudi nasi profesorji. Odlocili
smo se, da bi v raziskovalni nalogi sistemati¢no pregledali ucbenike za matematiko v
gimnaziji.

Pri raziskovanju smo se omejili na u€benike zalozbe DZS (Matematika 1, 2, 3 in 4),
zalozbe Modrijan (LINEA nova, PLANUM novum, SPATIUM novum in TEMPUS
novum) ter zalozbe ZRSS (VEGA 1, 2 in 3). Zanimala so nas tako neskladja med
nalogami in njihovimi reSitvami v posameznem ucbeniku kot neskladja med ucbeniki
vseh izbranih zalozb. Za cilj smo si zadali predlagati ustrezne pobude za odpravo
odkritih neskladij.

Cilji raziskovalne naloge so:

e poiskati ¢im veC neskladij znotraj u¢benikov (neskladja med teorijo in
nalogami),

e poiskati ¢im ve¢ neskladij med definicijami temeljih pojmov med posameznimi
ucbeniki,

e predlagati pobude, kako neskladja poenaotiti.

Uporabili smo metodo primerjanja in analiziranja. ReSitve smo iskali s pomocjo
matemati¢nega znanja, primerjanja z reSitvami v slovenski visokosSolski literaturi in
primerjanjem s tujimi viri, pa tudi s pogovori strokovnjaki s podro¢ja matematike.

Zaradi tekoCega pisanja in branja smo v besedilu uporabili imena u¢benikov namesto
strogega navajanja vira, in sicer navedeno je ime ucbenika, v oklepaju pa vir iz
seznama literature:

LINEA nova (Pavli¢, 2011), PLANUM novum (Pavli¢, 2012), SPATIUM novum
(Pavli¢, 2013), TEMPUS novum (Pavli¢, 2014), MATEMATIKA 1 (Bon Klanjscek,
2009), MATEMATIKA 2 (Bon Klanjs¢ek, 2010), MATEMATIKA 3 (Bon Klanjs¢ek,
2011), MATEMATIKA 4 (Bon Klanjs¢ek, 2012), VEGA 1 (Mohor¢ic, 2014), VEGA 2
(lvanec, 2014) in VEGA 3 (Skrlec, 2015).
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2. MATEMATICNA NESKLADJA

2.1. Ali je pokonéna piramida zares pokonéna?

V tem razdelku bomo preiskovali koncept »pokoncne piramide«. Za prikaz smo
sestavili nalogo v izzivu 1, ki bi lahko bila zastavljena v kateremkoli gimnazijskem
ucbeniku, pa tudi kot naloga za preverjanje ali ocenjevanje znanja.

Izziv 1: lzra€unaj viSino tristrane pokonéne piramide ABCV, ki ima osnovno
ploskev trikotnik ABC s stranicami a=13cm, b =13 cm, ¢ =24 cm, vrh v tocki
V, dolzina stranskega roba BV pa je 20 cm. Narisi skico. Izracunaj visino
piramide. Koliko je nozisce visine oddaljeno od najdaljSe stranice osnovne
ploskve?
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Slika 1 Dijakovo reSevanje naloge iz izziva 1

Komentar: Definicija pokon¢ne piramide v u€beniku za gimnazije SPATIUM novum
(Pavlic, 2013) je:

»Piramida je pokoncna, Ce so vsi stranski robovi enako dolgi, sicer je poSevna. «
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Smiselno enaka definicija je v u¢beniku VEGA 3. V u€beniku MATEMATIKA 3 ni
definicije pokon¢ne piramide.

Piramida, ki je opisana v izzivu 1, je po zgorniji definiciji pokoncna, Ceprav ji na videz
ne bi pripisali te lastnosti. Njen vrh lezi nad srediS¢em ocCrtane kroznice (glej sliko 2),
zato se je reSevalec sreCal s tezavo, ki je ni znal razvozlati (glej sliko 1).

Slika 2 »Pokoncna« piramida iz izziva 1

V literaturi (Wikipedija, 2017) smo zasledili tudi definicijo: »Pokon¢na piramida je
piramida, ki ima vrh to¢no nad sredis¢em osnovne ploskve. Za srediS€e osnovne
ploskve se pri tem po navadi vzame sredidCe oCrtane krozZnice. Taka definicija
pokonéne piramide pomeni, da so vsi stranski robovi piramide enako dolgi. Zal
srediSCe oCrtane kroZnice ne obstaja vedno, zato nekateri matematiki za srediSce

osnovne ploskve izberejo tudi kakSno drugo tocko, npr. teziS€e. Posledicno izraz
pokonc¢na piramida ni povsem enoli¢no definiran.«

Ce vzamemo za sredi$ce osnovne ploskve teZisce, se izognemo prej$njemu
problemu. Piramida iz izziva 1 ni pokonéna (v tem smislu), temve€ poSevna, saj lezi
teziSCe trikotnika vedno v notranjosti trikotnika. Vendar tudi tukaj ni vse tako
enostavno. Ce se omejimo samo na konveksne osnovne ploskve (tak$ne so obigajno
v nalogah), ni vedno enostavno dologiti teZis¢a lika. Ce ne vemo, kje leZi teZisce,
potem ne moremo doloditi, ali ima piramida vrh nad tezis€em.

Glede na ta pregled bi bila bolj smiselna definicija s teziS€em. Sicer pa predlagamo ftri
moznosti.

Prva pobuda: Domnevamo, da je bil razlog za dosedanjo definicijo ta, da so vsi
stranski robovi enako dolgi. Drug pogled na koncept »pokoncnosti piramide« pa je,
da opazujemo lego osnovne ploskve, ko piramido »obesimo za vrh«: e je osnovna
ploskev vodoravna, je piramida pokonéna. V tem primeru leZi vrh piramide nad

Vv v

tezis€em. Predlagamo naslednjo definicijo pokon&ne piramide:
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DEFINICIJA pokonéne piramide: Piramida je pokon€na, kadar projekcija vrha
piramide na ravnino osnovne ploskve sovpada s teziSéem osnovne ploskve,
sicer je piramida posSevna.

viv v

Dodatek: TeZis€e konveksnih likov z ravnimi stranicami lahko izraCunamo po

. 1+x24+ 1+y2+-+ . . . I PR
formuli: T(= xn),y 4 ~ ), kjer je n element mnoZice naravnih $tevil in

n
pomeni Stevilo ogliS¢ konveksnega veckotnika. Oglis€a konveksnega veckotnika
imajo koordinate zapisane v obliki A(a,, a,,...a,).

Po tej definiciji bi bila piramida iz izziva 1 poSevna.

Druga pobuda: Ne definiramo niti pokonc¢ne niti poSevne piramide. Na naloge to ne
vpliva. Vsaki¢ reSujemo nalogo z danimi podatki. Ce bi hoteli kraj$e opisati piramido z
enakimi stranskimi robovi (to je takrat, ko leZi vrh nad srediS¢em osnovni ploskvi
oCrtane kroznice), bi ji lahko rekli enakostranskoroba piramida. Sklepamo, da so se
avtorji uCbenika MATAMATIKA 3 zavedali tezav z definicijo pokoncne piramide in
definicije niso vkljucili v u€benik. Vprasanje o definiciji pokonéne piramide tudi ni
vklju¢eno v Predmetni izpitni katalog za matematiko (Benko, 2016).

Tretja pobuda: Po vizualnem obcutku, kdaj je na primer steber poSeven, bi bilo
smiselno za pokon¢no piramido »prepovedati« takSne lege stranskih robov, ki so
nagnjeni navzven. To bi dosegli z naslednjo definicijo:

DEFINICIJA pokonéne piramide: Piramida je pokonéna, kadar se projekcija
vrha piramide na ravnino osnovne ploskve nahaja na osnovni ploskvi, sicer je
piramida posSevna.

Po tej definiciji bi bila piramida iz izziva 1 poSevna.

2.2.Kaj je ulomek?

Ulomek je zelo natanéno definiran v povezavi z racionalnimi Stevili. Pojem ulomka in
pojma delov ulomka Stevec in imenovalec, se uporabljajo tudi pri obravnavi drugih
matemati¢nih tem. Poglejmo si tipi¢no nalogo, ki presega obravnavo ulomkov v
mnozZici racionalnih Stevil.
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Izziv 2: Racionaliziraj imenovalce ulomkov:

V14+v/56 2a
) Tz b)

- { . 9
2 Mo L‘l(‘:«‘\\\‘\\ :

Slika 3 Odgovor dijaka ob reSevanju naloge iz izziva 2

Komentar: Dijak, ki je reSeval nalogo v izzivu 2 (glej sliko 3), ima seveda prav.
Definicija ulomka v obravnavanih u¢benikih je nedvoumna: »Ulomek je izraz oblike

%, kjer sta a in b celi Stevili in b # 0,« zato je njegova pripomba upravi¢ena.

V uébeniku VEGA 2 pa je ob definiciji pod gumbom Veé o ulomkih| zapisano:

»Pomen ulomka bomo pozneje razsirili tako, da bodo v Stevcu in imenovalcu
nastopali tudi izrazi ali koreni« (lvanec, 2014, str. 203). Tako je dijakova dilema v
izzivu 4 odpravljena. Res pa je tudi, da se v nalogah niti ne omenja pojma ulomek,
temvecC se govori o racionalizaciji imenovalca. Seveda je v teh primerih pojem ulomka
samo prikrit.

Prva pobuda: V gimnazijskih u¢benikih je potrebno ob definiciji ulomka zapisati tudi,
da bo kasneje pojem ulomka razsirjen tako, da bodo v Stevcu in imenovalcu nastopali
Stevilski in algebrskimi izrazi. UCitelji obi¢ajno imenujejo te ulomke algebrski ulomki,
da jih locijo od racionalnih Stevil. Vendar moramo biti pri uporabi pojma algebrski
pazljivi, ker je ta pojem povezan z algebrskimi Stevili. Algebrska Stevila so namrec¢
Stevila, ki so reSitev neke polinomske enacbe oblike:

ApXx™ + A x™ 1+t axt +agx® =0

kjer je n > 0 in so koeficienti ai cela Stevila (ali enakovredno racionalna Stevila), ne
vsa enaka 0 (Wikipedia). Torej so tudi obi€ajni ulomki s celimi Stevili algebrski ulomki.

Druga pobuda: Verjetno pa bi bila Se boljSa pot, da ulomek definiramo kot nacin
zapisa, in sicer kot $tevec in imenovalec, logena z ulomkovo é&rto. Stevec in
imenovalec bi lahko tako bila poljubna A in B, tudi koreni in izrazi (z neni¢elnim
imenovalcem). Sledimo lahko procesu, ki ga poznamo, ko iz mnozice celih Stevil
dobimo racionalna $tevila. Ce v mnozZici, ki ima enake lastnosti kot cela tevila (glede

sesStevanja in mnozenja), sestavljamo ulomke (kot zapise g = AB~1), dobimo novo

strukturo. Pri tem procesu je treba definirati, kdaj sta dva ulomka % in %enaka

(ekvivalentna): % = % < AD = BC.
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Po predlagani definiciji ulomka bi bili v nasprotju s prejSnjim pojmovanjem ulomki
tudi:

Z 6 x1 saj so to zapisi elementov v »novih mnozicah«
7 Bz’ vz o P :

2.3.Kako doloéimo mediano, kako kvartile?

V ucbenikih za matematiko so poglavja, ki obravnavajo osnovne pojme iz statistike.
Opazili smo, da se tako pri definicijah kot pri raCunanju mediane uporabljajo razli¢ni
nacini. Razumljivo je, da so zacetni primeri prikazani na manjSih mnozicah podatkov,
zato pa je neenotnost pri nacinih raCunanja mediane Se bolj izrazita. Poglejmo
primer, ki smo ga sestavili sami in poskusali reSiti s pomocjo navodil v obravnavanih
ucbenikih.

Izziv 3: lzraGunaj mediano ter prvi in tretji kvartil statistiCnih spremenljivk:

a) 2,5,6,7,9, 10,12, 15
b) 2,5,6,7,9, 10, 12
< e @5 =40
o) L5 64,9, 40, 4L 45 L)L B& %348 M
Me = 7 = -%Lfces‘s*db:ae
&i=55 @ =5ak 55
Q,= 14 0’523'5(\\\ 410

Slika 4 Primer nepopolne resitve naloge iz izziva 3

Komentar: V ucbenikih LINEA nova in MATEMATIKA 1 je mediana definirana kot
podatek, ki leZi na sredini vseh po velikosti urejenih podatkov. V primeru sodega
Stevila podatkov je mediana enaka aritmeticni sredini srednjih dveh podatkov, to pa
seveda ni eden izmed podatkov. Pri reSevanju izziva 3 so bile teZzave pod to¢ko a)
(glej sliko 4). Podobno se zgodi pri ra¢unanju kvartilov, e jih definiramo kot mediane
leve oziroma desne polovice. Pri lihem Stevilu podatkov imamo Se dodatni problem,
ker je slabo definirano, ali mediano Stejemo k polovicam ali ne. Dijak je za vsak slucaj
pustil v primeru b) kar obe moznosti (glej sliko 4). V u€beniku VEGA 1 je mediana
definirana kot vrednost, v primeru lihega Stevila podatkov pa za izraCun ostalih dveh

9
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kvartilov Stejejo mediano k obema polovicama. Izziv 3 bi bil glede na ucbenik VEGA
1 resljiv brez problemov

Prva pobuda: Ker so kvartili slabo in neenotno definirani v obravnavanih u¢benikih,
predlagamo enoten pristop. Problem ni tako zanemarljiv, saj se Ze na
osnovnoSolskem nivoju pojavljajo sodobnejSe grafiCne predstavitve s »Skatlami z
brki« (in seveda na srednjeSolskem tudi), za kar pa so podatki o mediani in kvartilih
kljucni. Problem doloCanja kvartilov izhaja iz tega, da skuSamo definirati vrednosti
kvartilov na majhnem $tevilu podatkov (pri velikem Stevilu podatkov teh problemov ni
ali pa so veliko manjsi). Predlagamo, da se definicija mediane ter prvega in tretjega
kvartila poda enotno, in sicer tako, kot je v statistiki. Za raCunanje kvartilov pa naj se
uporabi eno izmed preprostejSih metod.

DEFINICIJA: Mediana je taksno realno Stevilo Me € R, za katerega velja, da je
vsaj polovica podatkov manjsih ali enakih Me in najmanj polovica podatkov
vecjih ali enakih Me.

Prvi kvartil je takSno realno Stevilo Q; € R, za katerega velja, da je vsaj ena
Cetrtina podatkov manjsih ali enakih Q, in vsaj tri €etrtine podatkov vecjih ali
enakih Q;.

Tretji kvartil je takSno realno stevilo Q; € R, za katerega velja, da je vsaj tri
Cetrtine podatkov manjsih ali enakih Q3 in vsaj €etrtina podatkov vegjih ali
enakih Qs.

Druga pobuda: Predlagamo, da se za metodo dolo¢anja kvartilov enotno izbere
metodo, ki je uporabljena v u¢beniku VEGA 1: Pri lihem Stevilu podatkov je
mediana srednji podatek. Pri sodem Stevilu podatkov je mediana povpre€na
vrednost srednjih dveh podatkov. Prvi kvartil je mediana leve polovice
podatkov, tretji kvartil pa mediana desne polovice podatkov. Pri lihem Stevilu
podatkov Stejemo mediano k levi polovici in k desni polovici podatkov.

Ob tem pa naj se v u¢benikih zapise opombo, da je postopkov za izraun kvartilov
vec in da bodo dijaki v razli¢ni literaturi in statisticnih programih srec¢ali druga¢ne
postopke.

Tretja pobuda. V &lanku J. Zerovnika v Matematiénem obzorniku (Zerovnik, 2017)
(glej tudi ¢lanek Erica Langforda (Langford, 2006)) je analiziranih nekaj metod za
racunanje kvartilov. Glede na primerjavo rezultatov z definicijo najmanj odstopa
metoda, Ki je imenovana Langfordova metoda. Predlagamo, da se za raCunaje
kvartilov v matemati¢nih u€benikih enotno uporablja prav Langfordova metoda, ki
vsebuje dve pravili:

e V primeru, da je vseh podatkov liho Stevilo, je mediana srednji podatek. Z
vklju€itvijo ali izklju€itvijo mediane dosezemo, da je v obeh polovicah liho
Stevilo podatkov. Prvi kvartil je srednji podatek (mediana) leve polovice, tretji
kvartil pa srednji podatek (mediana) desne polovice.

10
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e Ob sodem Stevilu podatkov je mediana povprecje srednjih dveh podatkov. Prvi
kvartil je mediana leve polovice podatkov, tretji pa mediana desne polovice
podatkov.

2.4.Problem to¢nega rezultata in zaokrozevanja

Matemati¢no nacelo je, da so rezultati matematicnih nalog prikazani v tocni obliki, kar
pomeni, da niso prikazani s priblizki Stevil. Ker pa je velikokrat potrebno rezultat
naloge prikazati bolj nazorno (tudi zaradi uporabe pri drugih predmetih, na primer pri
fiziki, kemiji...), uporabljamo priblizke decimalnih Stevil. Z zastavljenimi primeri v
izzivu 4 odpiramo razmislek o zaokrozanju Stevil.

Izziv 4a: Zaokrozi Stevilo 5,235 na dve decimalki.

5255=5 2349
Odgovor* 5,255 =3,25

Slika 5 Neobi¢ajno pravilno zaokroZanje

Komentar: Na dilemo pri zaokroZevanju naletimo vsaki¢, ko moramo $tevilo
zaokroziti na doloCeno Stevilo decimalk, pri tem pa je na mestu, ki vpliva na zadnjo
Stevko zaokrozenega Stevila, Stevka 5. Takrat lahko dano Stevilo zapiSemo s
periodicnim ponavljanjem Stevke 9 na zadnjem mestu (glej primer na sliki 5). Ko
zaokrozimo to Stevilo na enako Stevilo decimalk kot prej, dobimo drugo Stevilo. Ta
primer je zelo poseben in ni potrebnih posebnih sprememb. Navajamo ga bolj kot
zanimivost. Ce pa Ze razmisljamo o tem, potem predlagamo obiéajno zaokrozanije.

Pobuda: Predlagamo dogovor, da se, ko je desno od mesta zaokrozanja Stevka 5, le
te ne zapiSe s periodi¢nim zapisom 4,9.
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Izziv 4b: Stevilo 32 F ® zapis$i v decimalni obliki tako, da ga zaokrozi$

a) natri decimalna mesta

b) natri mesta.

2lte - | 202494853

Slika 6 Primer »zaokroZanja« na decimalna mesta in na mesta

Komentar: Problem pri nakazanem primeru predstavljajo opisi definicij zapisov na
dolo¢eno Stevilo mest, decimalk in decimalnih mest.

Pojem decimalke ni definiran v nobenem izmed obravnavanih u¢benikov, vendar iz
prakse vemo, da so to mesta v desetiSkem zapisu Stevila, ki so desno od decimalne
vejice (desetine, stotine, tisoCine ...). Tako kazejo tudi primeri iz osnovne Sole, na
primer v u€beniku Matematika 6 (Vir: Matematika 6,
http://eucbeniki.sio.si/matematika6/507/index5.html, str. 256), kjer izenadi
zaokrozanje na stotine z zaokroZzanjem na dve decimalki, kar se nam zdi korektno.

V ucbeniku MATEMATIKA 1 zaokrozanje ni obravnavano. V u¢beniku LINEA nova je
govora o zaokrozanju na n decimalk in o zaokrozanju na n mest. Zaokrozanje na n
mest je opisano s primerom »Stevilo je zapisano na 3 mesta, &e ima v svojem zapisu
3 Stevke, pri tem niCel spredaj in zadaj ne Stejemo.« Konkretni primer, ko Stevilo 2679
zaokrozi na tri mesta kot 2700, pa prinese zmedo. Iz zapisa 2700 ne moremo
sklepati, na koliko mest je zapisano Stevilo 2700.

V ucbeniku VEGA 1 je zaokroZanje zapisano korektno in preprosto: »Pri
zaokrozevanju na decimalke upostevamo Stevke, ki so neposredno za decimalno
vejico. Pri zaokrozanju na Stevilo mest upoStevamo Stevke ne glede na decimalno
vejico, Stete od prve nenicelne naprej.« (VEGA 1, str. 386).

Po nasem mnenju je tako definirano zaokrozanje na n decimalk dobro definirano
(razen v primerih, ki so opisani v izzivu 4a), definicija zaokroZanja na n mest pa
prinasa zmedo (enkrat ne Sejemo nicCel niti spredaj niti zadaj, drugi€¢ pa samo
spredaj). Domnevamo, da je bilo zaokroZanje na n mest vpeljano zaradi laZjega
prehajanja med enotami. Tako je na primer rezultat meritve 152,345 cm zapisan na
$tiri mesta: 152,3 cm = 1523 mm = 1,523 m = 1,523 103km = 1,523 10 6 pm. Ce
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zadnji zapis pretvorimo v celo Stevilo, dobimo 1523000 um in spet ne vemo, na koliko
mest je zapisano. Nic¢le zadaj so pomembne v zvezi z natan¢nostjo meritve oziroma
merske napake, na primer: 3.1 je manj natan¢no kot 3.10. V prvem primeru je bilo
lahko izmerjeno 3.05, 3.06, 3.07, 3.08, 3.09, 3.10, 3.11,3.12, 3.13in 3.14, v drugem
primeru pa 3.05, 3.06, 3.07, 3.08, 3.09, 3.10, 3.11, 3.12,3.13in 3.14.

Kaj pa zaokroZanje na »decimalna mesta«, kot je navedeno v izzivu 4b? V
obravnavanih ucbenikih nismo zasledili tega pojma. V prvi izpitni poli
spomladanskega izpitnega roka splosne mature 2017 pa je 6. naloga zahtevala:
»Velikost kota zaokroZite na dve decimalni mesti.« Ocitno je Slo tu za nedoslednost,
saj je v desetiSkem zapisu decimalno katerokoli mesto. Tako oblikovano navodilo
dopusca zelo veliko moznih pravilnih zapisov.

ResSevalec izziva 4b (glej sliko 6) je ocitno Stel, da so decimalna mesta prva tri mesta
od leve proti desni (ni enacil decimalnih mest z mesti za decimalno vejico). Ne
moremo trditi, da je njegova reSitev povsem napacna. Pod to¢ko b) je naloga reSena
pravilno.

Pobuda: Predlagamo poenostavitev in poenotenje. V decimalnem zapisu Stevila
definiramo decimalke kot Stevke za decimalno vejico. Vsak rezultat v matematiki
zapiSemo kot to¢en (nezaokrozen). Na doloceno Stevilo decimalk zaokrozimo tocen
rezultat, kadar to zahteva naloga ali kadar je to smiselno. Vedno pa lahko uporabimo
tudi navodilo, da rezultat zapiSemo zaokrozen na doloCenem mestu, na primer:
»Rezultat zaokrozZi na desetice« ali »Rezultat zaokroZi na stotine«. Ko gre za rezultat
merjenja, moramo ob navodilu zapisati tudi enoto, na primer: »Velikost kota
zaokroZite na stotinko stopinje«.

Navodila »ZaokroZi na n decimalnih mest« ne uporabljamo, saj je vsako mesto v
desetiSkem zapisu decimalno in ne vemo, kaj s takim navodilom poceti, saj ni
enoznacno.

Predlagamo, da je »zaokroZanje na n mest« definirano tako, da Stejemo mesta od
prve nenicelne Stevke naprej, ni¢le desno pa seveda upostevamo. Predlagamo tudi,
da se zaokrozanje na mesta uporablja skupaj s tako imenovanim »znanstvenim
zapisom $tevil«, to je v obliki a,b-10%,k € Z, kjerje a € N,0 < a < 10 in je b zapis
decimalk. Za manjSa Stevila med stotinko in Stevilom tiso€ pa zaokrozanja na mesta
niti ne uporabljamo, razen izjemoma.

2.5.Kaj je kot?

V ravninski geometriji je kot eden izmed temeljnih geometrijskih objektov. Pri kotu gre
za Stiri nivoje: za definicijo kota v ravnini, za merjenje velikosti kotov, za razSiritev
pojma kota na poljubni kot in za kotne funkcije. V razdelku smo se omejili samo na
prvo temo, se pravi, na definicijo kota v ravninski geometriji, saj razlicni viri razlicno
vpeljejo pojem kota. V izzivu 5 je ponujen razmislek o tem. V nalogi je velikost kota
uporabljena samo za prikaz problema.
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Izziv 5: V krogu s srediS€éem S in polmerom 5 cm meri tetiva AB 5 cm. lzra€unaj
velikost kota < BSA.

S BSA=CO°
. BoA= d00°

Slika 7 MozZna reSitev naloge iz izziva 5

Komentar: Poglejmo, kako je definiran kot v obravnavanih u¢benikih.

V u€beniku PLANUM novum je definicija taka: »Dva poltraka s skupnim izhodis¢em
dolo¢ata dva kota. Ce poltraka ne leZita na isti premici, je eden od kotov konveksen,
drugi pa nekonveksen.« Za definicijo menimo, da je korektna, vendar je na sliki ob
definiciji narisan le en (polni) kot, razdeljen na notranjost in zunanjost kota (Pavlic,
2012, str. 12).

V u¢beniku MATAMATIKA 2 (Bon Klanjs¢ek, 2010, str. 12) je kot opisan takole:
»Poltraka s skupnim izhodiS§em omejujeta del ravnine. MnoZica tock, ki lezijo na tem
delu ravnine ali na poltrakih, je kot.« Iz slike, ki ilustrira definicijo, ni jasno razvidno,
ali gre za en ali dva kota, saj so prikazane notranje in zunanje toCke kote, in sicer so
notranje toCke narisane na nekonveksnem delu, zunanje pa na konveksnem delu.

Najbolj korektna je definicija kota v u€¢beniku Vega 2 (lvanec, 2014, str. 13), kjer piSe:
»Dva poltraka s skupnim izhodis€em razdelita ravnino na dva kota.« Opisana je tudi
orientacija kota in dobro oznacena. |1z definicije je razvidno, da dva poltraka (skupaj z
orientacijo) doloCata Stiri kote.

Komentar: Matemati¢no dosledna se nam zdi definicija v u€beniku VEGA 2, saj (Ce
upostevamo orientacijo) imamo dejansko $tiri kote. Problem je, kako smiselno
oznaciti kot, da bo vsebovana tudi orientacija. Glede na to, da v gimnazijski
geometriji ne uporabljamo orientacije kota, lahko orientacijo v definiciji izpustimo.
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Resevalec izziva 5 je za vsak primer izradunal velikosti obeh kotov. Ce bi hoteli
to¢no doloceni kot, bi morali to opisati s »konveksni« ali »nekonveksni« kot < BSA .
Glede merjenja kotov v povezavi s kotnimi funkcijami pa ne vidimo problemov.

Pobuda: Predlagamo poenotenje vpeljave pojma kota in definicijo:

DEFINICIJA kota v ravnini: Kot je mnozica tock v ravnini, ki jo dolo¢ata dva
poltraka s skupnim izhodiséem (vrhom). Tako dobimo dva kota: konveksnega
in nekonveksnega. V primeru, ko se poltraka dopolnjujeta v premico, dobimo
dva iztegnjena kota, v primeru sovpadanja poltrakov pa dobimo polni in ni¢elni
kot.

Oznake kotov: Kote oznacCimo s simbolom za kot in to€kami na poltrakih ter vrhom,
kjer je vrh v sredini ali z grékimi &rkami. Ce lahko dvomimo o tem, za kateri kot gre,
uporabimo pridevnik »konveksen« (»nekonveksen«) ali pa na sliki ustrezno
oznacimo. Prav tako dopus€amo oznako, na primer < ASB, < A ali oznako kota z
grskimi ¢rkami tako za kot in tudi za njegovo velikost (smiselno uporabljamo, Ce pa je
potrebno, zapiSemo na primer: velikost kota < ASB.)

2.6.Kaj je vektor?

Opazili smo, da med maturitetnimi vprasanji za sploSno maturo ni vprasanja »Kaj je
vektor?« Pri obravnavi tega poglavja je govora o tem in 0 povezavi usmerjene daljice
z vektorjem. Najpogosteje je re€eno, da je vektor usmerjena daljica. V tem razdelku
raziskujemo pojem vektorja, kot je definiran v u€benikih za matematiko. Za usmeritev
v problem smo sestavili izziv 6.

Izziv 6: Na sliki 8a so vse usmerjene daljice enako dolge, med sabo vzporedne
in vse usmerjene v isto smer. Oznaci vektor AB.

/, : |

Sliki 8a in 8b Predloga in ena izmed resitev naloge iz izziva 6
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Komentar: Pri vektorju raziskujemo definicijo. Vektor je pravzaprav druzina vseh
usmerjenih daljic v ravnini, ki so enako dolge, enako usmerjene in med seboj
vzporedne. Vseeno je, katerega predstavnika izberemo. Kako to dobro opisati v jasni
definiciji? Kako lepo loc€iti med (enim) vektorjem in druzino enakih vektorjev, kateri ta
posamezni vektor pripada. Podoben problem je pri ulomkih in racionalnih Stevilih.
Tam vse ulomke razdelimo v razrede. V isti razred spadajo vsi ulomki, ki so med
seboj v relaciji »biti enak«: g = g & ad = bc (ta relacija »biti enak« je ekvivalenéna

relacija). Tako dobljene razrede imenujemo racionalna Stevila. Za raCunanje
vzamemo en ulomek, predstavnika racionalnega Stevila.

V obravnavanih u€benikih so vektorji definirani takole:

Ucbenik MATEMATIKA 2: »Vektor je koli€ina, doloCena s smerjo, z usmerjenostjo, z
dolzino (Bon Klanjs¢ek, 2010, str. 44).« »Vektorja sta enaka, Ce se ujemata v smeri
(sta vzporedna), usmerjenosti, dolzini (Bon Klanjs¢ek, 2010, str. 45).«

Ucbenik SPATIUM novum: »Vektor je mnozica usmerjenih daljic, ki imajo isto velikost
in leZijo na vzporednih nosilkah. Zaradi enostavnosti vedno vzamemo le predstavnika
te mnozice in delamo z njim (Pavli¢, 2012, str. 96).« »Dva vektorja sta torej enaka, Ce
imata isto velikost, leZita na vzporednih premicah in sta enako usmerjena (Pavlic,
2012, str. 96).«

Ucbenik VEGA 2: »Kaoli€ine, ki imajo poleg velikosti tudi smer, so vektorske koli¢ine
oziroma vektorji. Vsak urejen par toCk v prostoru dolo¢a vektor (lvanec, 2014, str.

214).« »Usmerjeni daljici AB in CD dolo&ata isti vektor natanko takrat, ko sta
vzporedni, enako dolgi in kaZeta v isto smer. V tem primeru reCemo tudi, da sta

vektorja AB in CD enaka (ﬁ = C_D)) in da lahko vektor AB vzporedno
premaknemo tako, da ima zaCetek v toCki C. Vsak vektor ima neskoncno svojih
predstavnikov in se ne spremeni, ¢e ga vzporedno premaknemo (lvanec, 2014, str.
215).«

Z nobeno izmed predlaganih definicij nismo najbolj zadovoljni, saj povrsno vpelje
posamezni vektor in druzino vektorjev, iz katere je ta predstavnik. Druga definicija
ima v prvem stavku napako, saj ne govori o0 usmerjenosti. V zadnjem stavku je ta
napaka odpravljena. Se najbolj se nasim pri¢akovanjem pribliza tretja definicija.

Pobuda: Predlagamo, da definiramo vektor preko pojma usmerjene daljice takole:

DEFINICIJA vektorja: Usmerjena daljica ﬁje vsak urejen par to€k Ain B v
prostoru in jo oznaéimo z AB. Daljici AB in CD sta ekvivalentni (sta »enaki«)
natanko takrat, ko lahko povezemo zacetka usmerjenih daljic AB in CD ter

njuna konca, tako da dobimo paralelogram. Vektor AB je mnozica vseh
usmerjenih daljic v prostoru, ki so ekvivalentne (so »enake«) usmerjeni daljici

AB. Za predstavnika vektorja AB lahko vzamemo katerokoli usmerjeno daljico
iz mnozice vektor AB.
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Resitev na sliki 8b je delno pravilna (Eeprav ni bilo mozno obkroziti »neskonno«
vektorjev). ReSevalec pa ocitno lo€i med pojmoma usmerjena daljica in vektor.

2.7.Ali je definicijsko obmoc¢je funkcije enoliéno dolo¢eno?

Funkcija f: A - B je predpis, ki vsakemu elementu iz mnozice A priredi natanko
doloCeni element v mnoZici B. Mnozico A imenujemo tudi definicijsko obmocje
funkcije f. V primeru realnih funkcij realne spremenljivke pa definicijsko obmocje ni
vhaprej dolo¢eno. Za uvod smo sestavili tipi€no nalogo s tega podrocja.

Izziv 7: Dana je realna funkcija realne spremenljivke f s predpisom f(x) = g
Dolo¢i definicijsko obmoc¢je funkcije f.

l}' ): _;7 \
J (x)= x4 (

Poli 4

N\(: \(’. = o

Slika 9 Primer pravilne reSitve naloge iz izziva 7

Komentar: Poglejmo definicijo definicijskega obmocja. V u¢beniku MATEMATIKA 2
(Bon Klanjs¢ek, 2010, str. 104) je zapisano: »Funkcija iz mnozice A v mnoZico B je
predpis, ki vsakemu elementu x mnozice A priredi natanko doloCen element y
mnozice B. Elementi mnozice A so originali in sestavljajo definicijsko obmocje Dy,
torej je D = A.« Vsebinsko enaka definicija je v ostalih dveh ucbenikih. Realna
funkcija realne spremenljivke pomeni, da je mnozica A podmnoZica mnozice realnih
Stevil, mnozica B pa so realna Stevila (Ilvanec, 2014, str. 389). Nikjer ne piSe, da je
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Dy najvecja podmnozica realnih Stevil, za katero je podan funkcijski predpis definiran
(smiseln). Pravilna reSitev dane naloge je torej katerakoli podmnozica najvecjega
smiselnega definicijskega obmocja. Ugotavljamo, da je bila naloga iz izziva 7 reSena
pravilno (glej sliko 9).

Prva pobuda: V tuji literaturi (glej na primer The Math Forum of NCTM) locijo
definicijsko obmocje (domain) od naravnega definicijskega obmocja (natural domain).
Naravno definicijsko obmocje je najvecja podmnozica realnih Stevil, za katero je dani
funkcijski predpis realne funkcije realne spremenljivke definiran, definicijsko obmocje
pa je katerakoli podmnozica naravnega definicijskega obmocja. Ko Zelimo poiskati
najvecje definicijsko obmocje, bi bilo v skladu s to novo opredelitvijo vprasanje v
izzivu: Doloci naravno definicijsko obmocje funkcije f. Brez te opredelitve pa bilo bolj
smiselno vpraSanje: DoloCi najvecje definicijsko obmocje funkcije f. Pridevnik
naravno utemeljimo s tem, da je naravno definicijsko obmocje tisto (seveda
najvecje), ki ga smiselno dolo¢a definicija funkcijskega predpisa. Kadar pa Zelimo
kak$no drugo definicijsko obmocdje, ga posebej dolo¢imo (torej umetno, nenaravno).

Druga pobuda: Zagato mogoce lahko reSimo e bolj enostavno tako, da poleg
definicije funkcije zapiSemo Se dopolnilo: »Kadar v opisu funkcije ni podano
definicijsko obmocje, vzamemo za definicijsko obmocje najvecjo mnoZico, za katero
je podani predpis smiseln.« V praksi se to zgodi na primer pri realnih funkcijah, ko je
funkcija podana samo s predpisom. Za tako funkcijo je torej definicijsko obmocje
najvecja podmnozica realnih Stevil, za katera lahko s podanim predpisom izraCunamo
funkcijsko vrednost f(x).

2.8.Kdaj je funkcija narasc¢ajoca na intervalu, kdaj v tocki?

Pojem narascajocCe in padajoCe funkcije je eden osrednjih pojmov. Ko analiziramo
lastnosti funkcije, vedno dolo€imo mnozico, na kateri je funkcija naras€ajoca in
mnozico, na kateri je padajo€a. Ker naras€anje in padanje v Soli obravhavamo na
razlicne nacine, prilagojene uporabi, pogosto ne vemo, ali naj odgovore zapiSemo z
zaprtimi ali odprtimi intervali in ali naj v primeru vec intervalov zapiSemo unijo
intervalov. Tipi¢na naloga je zapisna v izzivu 8.
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Izziv 8: Poiséi intervale naraséanja funkcije f(x) = x3 — 3x% — 9x.

£ 32 6.x=9

?)Kl"G)(hg;O

Xl"Z)(“z):O Gg .i__L = 0 -j 77777 ;H -'+*
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X '"‘4
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Slika 10 Primer dijakove reSitve naloge iz izziva 8

Oglejmo si, kako je naras€anje/padanje opredeljeno v obravnavanih ucbenikih. V
drugem letniku definiramo monotono funkcijo (naras€ajoco ali padajo€o funkcijo) na
intervalu.

Definicija naras¢ajocCe funkcije: Realna funkcija realne spremenljivke f s predpisom
f(x) je narasSCajoCa na intervalu I = [a, b], Ce za poljubna x;,x, € I velja: Ce je x; <
X5, potem je f(x;) < f(x,). Definicija za padajo€o funkcijo je analogna.

V Cetrtem letniku pa kot primer uporabe odvoda definiramo naras€anje in padanje
funkcije v tocki:

Funkcija f naras€a v toCki z absciso x = x,, Ce je f'(x,) > 0 oziroma naras¢a na
intervalu (a,b), Ce je f'(x,) > 0 za vsak x, € (a, b). Opis za padajoco funkcijo je
analogen.

Izzivov je veC. Prvi je, ali je zapis z unijo intervalov pravilen, drugi, kako zapisati
odgovore: z odprtimi ali zaprtimi intervali in tretji, kako definirati naras¢ajo€o/padajoco
funkcijo v tocki (brez odvoda).

Zgled v u€¢beniku TEMPUS novum (Pavli¢, 2014, str. 223) je reSen napacno.
Odgovor je zapisan z unijo intervalov. Ce vzamemo primeren x; iz levega intervala in
primeren x, iz drugega intervala, potem ni nujno, da je f(x;) < f(x,) (druga
funkcijska vrednost je lahko manjsa).

Obstaja neskladje med definicijo naras€ajoCe/padajoce funkcije na intervalu in
zapisom reSitev. V u¢beniku PLANUM novum je naras€anje/padanje definirano na
zaprtem intervalu (Pavli¢, 2012, str. 161), reSitve nalog v u¢beniku TEMPUS novum
pa so zapisane z odprtimi intervali (Pavli¢, 2014, str. 226 in 336). V ucbeniku
MATEMATIKA 2 je naras€anje/padanje definirano na odprtem intervalu, resSitve nalog
so zapisane na odprtih intervalih (Bon Klanjs¢ek, 2010). V u¢beniku VEGA 2 je v
definiciji omenjen interval (ni razvidno, ali gre za odprti ali zaprti interval), reSitve so
zapisane z odprtimi intervali (lIvanec, 2014, str. 398). Iz u¢benikov ni razvidno, ali gre
v Cetrtem letniku za novo definicijo naras€anja/padanja ali pa gre za trditev (izrek).
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Resitev izziva 8 (slika 10) je zapisana z unijo intervalov, torej napacno. Uporabil je
okrogle oklepaje. Ce bi pri kon¢nih robnih to¢kah uporabil zaprti interval, bi bilo v
redu.

Dodatek: V uc€benikih je definirano naras€anje/padanje na intervalu, potem v Cetrtem
letniku z odvodi naras€anje in padanje v tocki ter to razSirjeno na interval, manjka pa
definicija naras¢anje/padanje funkcije v tocki brez diferencialnega ra¢una.

Predlog: Funkcija f: Dy € R — R nara$ca v tocki x, € Dy, Ce obstaja € > 0, tako da za
vsak x € (xg —&g,xp+ &) x<xy=f(x) <f(xy) INx>xy= f(x)=f(xg).

Prva pobuda: Popraviti je potrebno napake v zapisu reSitev (kjer so zapisane z
unijami intervalov) in uskladiti, ali piSemo z odprtimi ali zaprtimi intervali.

Druga pobuda: Menimo pa, da bi dileme okrog zaprtih in odprtih intervalov odpravili
tako, da bi definirali naras€anje/padanje na mnozici. Potem bi v posameznem
primeru lahko uporabili odprti ali zaprti interval, kar je pac€ v skladu zahtevo naloge.
DEFINICIJA narasc¢ajoce funkcije: Funkcija f: 4 € R — R je narasc¢ajo€a, ¢e za
vsaka x1,x; € A,x1 < x, velja, daje f(xq) < f(xy).

DEFINICIJA padajoce funkcije: Funkcija f: A € R — R je padajo€a, €e za vsaka
X1,X2 €EA,x1 < Xy Velja, daje f(x1) = f(xz).
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2.9.Kako je definirana eksponentna funkcija?

Prepri¢ani smo, da se od takrat, ko lahko s pomocjo elektronskih racunal izraGunamo
vrednosti potenc a*;a,x € R, a > 0,a # 1, ne sprasSujemo, kako bi izraCunali na

primer 3Y5 ali 37. V tem razdelku raziskujemo definicijo eksponente funkcije.
Problem smo predstavili z nalogo, ki je opisna v izzivu 9.

1 2
Izziv 9: Izraéunaj naslednje vrednosti: 23,273,2z,273,2V2, 2™, Lahko Si
pomagas z zepnim rac¢unalom, ki »zna« izracunati vrednosti potenc z
racionalnim eksponentom. Opisi postopek.

o

<0630

VL

27§ 9°
2720425 7
2%: 4nL+’“+ Z_m

9e ™M>MO veili 7

-—

Slika 11 Primer dijakove reSitve naloge iz izziva 9

Komentar: Problem je v definiciji eksponentne funkcije. V vseh treh obravnavanih
ucbenikih je definicija eksponentne funkcije vsebinsko enaka:

Definicija: Eksponentna funkcija je funkcija R — R, ki jo zapiSemo s predpisom f(x) =
a*;a>0a = 1.

S to definicijo pa nismo povedali, kako se izraduna funkcijska vrednost za vsako
realno Stevilo x. Za q € Q vemo, kako se izraCuna potenca a?,a > 0. V omenjenih
uc€benikih pa ne pise, kako izraCunamo potenco, kjer je eksponent iracionalno $tevilo.
Poskusimo.
a) 2V2 Izradunali bi nekaj zaporednih priblizkov: 21,214, 2141 21414 pl4142
dokler ne bi dobili zelene natan¢nosti. Vsako posamezno potenco pa znamo
izraCunati.

b) Podobno bi se lotili 2™. Izracunali bi primerno Stevilo priblizkov
23 23,1 23,142 23,14-16“_

V ozadju teh priblizkov pa je seveda limita.

Pobuda: Popolna definicija eksponentne funkcije bi tako bila:
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DEFINICIJA eksponentne funkcije: Eksponentna funkcija je funkcija R - R, ki jo
zapiSemo s predpisom f(x) = a*;a > 0,a # 1. Stevilo a*,x € R izraCunamo kot
limito zaporedja priblizkov

a* =lim,_,, a*»,

kjer je x; x3,x3,--- poljubno zaporedje racionalnih Stevil, ki ima limito x: x =

lim,_., x,. (Vidav, 1961).

2.10. Ali kompleksne nicle polinoma res nastopajo v konjugiranih parih?

Polinomsko funkcijo v gimnaziji obravnavamo tako kot vse ostale funkcije, torej kot
funkcijo p: R = R, v u€benikih in zbirkah nalog pa je veliko nalog, v katerih nastopajo
kompleksne ni¢le (primer je predstavljen v izzivu 10). Dokazana je tudi trditev, da
prave kompleksne nicle polinoma z realnimi koeficienti nastopajo v konjugiranih
parih.

Izziv 10: Poisc¢i funkcijski predpis p(x) polinoma p: R - R z realnimi koeficienti
najnizje stopnje, ki ima realno ni€lo x; = 2 ter kompleksno ni¢lo x, =2 +iin
ima zaéetno vrednost -10.

Xy =L PL‘WZCI(X"Z>V‘*(Lx\»(x‘(g,ﬂw
a (x=2) (x-kx+5)

p ()= QA (x*-6x 14D x-4C )
P(o)"%Oq =~ A0

A

X, =L+
s & J =,

P(O\-‘- -40

{) ( '\W

2% i x°- b x +432x-40

P!

Slika 12 Obic¢ajna reSitev naloge iz izziva 10

Komentar: Ker je polinom definiran kot polinom z realnimi koeficienti in kot realna
funkcija realne spremenljivke, naloga ni resljiva.
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Ce pa polinom z realnimi koeficienti definiramo kot funkcijo C — C, potem je resitev
p(x) = x3 — 6x? + 13x — 10.

Definicija polinoma je v u¢benikih SPATIUM novum in Matematika 3 podobna:
»Polinomi so realne funkcije realne spremenljivke, definirane za vsa realna Stevila, z
zalogo vrednosti, ki je podmnozica mnozice R in imajo obliko:

p(x) = ax"+ ap_x" 1+ +ax+aya, 0.«

Ker je polinom definiran kot funkcija p: R — R, torej kot funkcija z realnimi koeficienti
in realna funkcija realne spremenljivke, je izziv 10 neresljiv. Resitev na sliki 12 je torej
napacna.

Prva pobuda: V obravnavanih u¢benikih so naloge s polinomi in kompleksnimi
ni¢lami zapisane tako kot v izzivu 10. Predlagamo, da se podobne naloge preoblikuje
tako, da se obide omenjanje kompleksnih ni¢el in govorimo o reSitvah enacbe p(x) =
0. Tako bi se Izziv 10 glasil:

Izziv 10 (nov): Poisci funkcijski predpis p(x) polinoma p: R — R z realnimi
koeficienti najnizje stopnje, ki ima realno ni¢lo x; = 2, za€etno vrednost -10 in
je Stevilo 2 + i reSitev enacbe p(x) = 0 v mnozici kompleksnih Stevil.

Druga pobuda: V u¢beniku Vega 3 je definicija polinoma naslednja:

»Polinom spremenljivke X je izraz, ki ima obliko linearne kombinacije potenc z osnovo
X in z nenegativnim celim eksponentom, pri kateri so koeficienti iz poljubne Stevilske
mnozice. SploSen zapis polinoma je anx"+...+ao, kjer je neNo stopnja polinoma,
an,...,ao pa koeficienti polinoma (obi€ajno realni, lahko tudi kompleksni).

Polinomska ali cela racionalna funkcija p: R — R je realna funkcija realne
spremenljivke, podana s predpisom p(x) = a,x" + a1 x™ 1+ -+ a;x + ay; a, #
O, a; € R.

V polinomih oz. predpisih polinomskih funkcij lahko nastopajo tudi kompleksni
koeficienti, ali pa raCunamo vrednosti izrazov (funkcij) za kompleksna Stevila. V takih
primerih gledamo na polinomske funkcije kot kompleksne funkcije kompleksne
spremenljivke.«

Po tej definiciji polinomske funkcije bi bila zgornja naloga preprosto resljiva.
Predlagamo, da se poenoti definicija polinomske funkcije v srednjesolskih ubenikih:

DEFINICIJA polinoma: Polinomska funkcija p: R — R je realna funkcija realne
spremenljivke, podana s predpisom p(x) = a,x* + a,_x* 1+ -+ a;x +

ay; a, # 0,a; € R. Polinomsko funkcijo lahko definiramo tudi kot funkcijo p: C -
C, kjer so koeficienti polinoma realna ali kompleksna stevila. Pri obravnavi
bomo to posebej zapisali.
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2.11. Kako definiramo racionalno funkcijo?

Racionalna funkcija je kvocient dveh polinomov. Pri tem lahko kvocient okrajsamo
(Ce imata Stevec in imenovalec kaksen skupni faktor) ali pa dopus€amo tudi
neokrajSane kvociente. V tem razdelku razpravljamo o definiciji racionalne funkcije.
Kot pobudo za razmislek smo zastavili nalogo v izzivu 11.

3

Izziv 11: Dani sta racionalni funkciji s predpisoma f(x) = ;11 ter g(x) = o

Izrac¢unaj predpis racionalne funkcije h(x) = f(x) + g(x) ter narisi njen graf.
[

| \
h(x)*—(f(xw%(ﬂ: :\
| o\

> \

. )

x4 "X =

4 o}

—

4 At
X34 Oerd)(x -7 -

= X~2+) ¥ \\

|
|
g
f
()&1‘4)()(—1) = % :

Slika 13 Primer reSitve naloge iz izziva 11

Komentar: V obravnavanih uc¢benikih je racionalna funkcija razli¢no definirana. V
ucbenikih SPATIUM novum in Matamatika 3 je definirana kot kvocient okrajSanih
polinomov z neni¢elnim imenovalcem, v u¢beniku VEGA 3 kot kvocient polinomov z
nenielnim imenovalcem. Ce vzamemo prvo definicijo, ne moremo v splodnem
racunati (sestevati, odstevati, mnoZiti) z racionalnimi funkcijami, saj pri tem dobimo
neokraj$ane kvociente. Pri resitvi izziva 11 na sliki 13 imamo ve& pomislekov. Ce
vzamemo, da je bila racionalna funkcija definirana kot kvocient okrajSanih kvocientov,
je izracun napacen, saj pri iskanju skupnega imenovalca funkcijski predpis razSirimo.
Ce vzamemo, da je bila racionalna funkcija definirana kot kvocient dveh polinomov,
je izra€un korekten, graf pa ne. Funkcija h ni definirana tudi pri x = —1 in to bi treba
na grafu oznaciti.

Prva pobuda: Ker se v gimnaziji z racionalnimi funkcijami tudi raCuna, predlagamo,
da se jih definira kot kvocient dveh polinomov z neni¢elnim imenovalcem. V tem
primeru moramo seveda pojasniti, kako nariSemo graf tistih racionalnih funkcij, kjer si

v .. . . . x+1
Stevec in imenovalec nista tuja, na primer: f(x) = =
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Druga pobuda: Ce bi vpeljali pojem ulomka le kot zapis (kar smo predlagali v
razdelku 2.2 v drugi pobudi), potem definiramo racionalne funkcije kot polje nad
mnozico polinomov. Potem so racionalne funkcije kvocienti poljubnih polinomov z
nenicelnim imenovalcem.

2.12. Navada ali natanénost pri navodilih (primer aritmeticnega

zaporedja)

Pri reSevanju srednjeSolskih nalog smo ugotovili, da so nekatere naloge povrsno
sestavljene. Dijaki jih reSujemo po nau¢enem vzorcu in se obi¢ajno niti ne
sprasujemo o besedilu naloge. Kot primer nedoslednosti navajamo nalogo, ki je
enakega tipa kot Stevilne podobne naloge iz aritmeti¢nega in geometrijskega
zaporedja (glej izziv 12).

Izziv 12: Dolodéi tako realno Stevilo x, dabodo 3x—5, x+ 5, x + 1 éleni
aritmeti¢nega zaporedja.

bx=9, x+*3; x+4 Hx-5= Ab
x+3= AL
Bac— B r x4 - ok k=18
bxrl _ faB Pi x =¥ sto 2apovedy 842,46
. ter /((olAz.,X,
25— = Gkl
X =
x—5
2R3 XJ(E:)&-“‘ bx~-D= -2,
Z
x+5= 0
2
x =4 Pa x=4 sta zo‘{)orecf\)i -2,2, 6 ter
6, L =2,
X+ OF x+4 =
Tz = 5x-% Hx-5=¥
x+ 5 = 9
2 >+ (,
_7i; B o XAL =5
x-3x = -5-% Pi x=L4 =ta ,zo\{aovec\‘\ 5% 9
L= 3 e 9.4 B
x =l

Slika 14 Vse reSitve problema iz izziva 12
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Komentar: V obravnavanih u€benikih je precej podobnih nalog. Iz navodila ni
razvidno, ali morajo biti nasteti ¢leni v danem vrstnem redu ali ne. Besedilo je
dvoumno. ObiCajno reSujemo naloge po inerciji, kar ni prav. Naloga v izzivu 12 je
reSena pravilno (glej sliko 14). Resitve podobnih nalog v u€enikih pa vsebujejo samo
reSitev, in sicer le tisto, za katero so €leni v enakem vrstnem redu kot v nalogi.

Pobuda: Predlagamo, da se podobne naloge v u¢benikih dopolni z dodatkom »v tem
vrstnem redu«, kadar to predvidimo. Prav je, da dijake navajamo na natancnost tudi v
izrazanju. lzziv 13 bi se tako glasil: »Dolo€i tako realno Stevilo x, da bodo 3x — 5,
x + 5, x + 1 zaporedni €leni aritmetiénega zaporedja v tem vrstnem redu.

2.13. Definicija geometrijskega zaporedja

Pogosto definiramo geometrijsko zaporedje kot zaporedije, pri katerem je koli¢nik

sosednjih ¢lenov konstanten: % = q,q € R. Ali s to definicijo opiSemo vsa

geometrijska zaporedja? Kot primer si oglejmo nalogo v izzivu 13.

Izziv 13: Ali je zaporedje 2018, 0, 0, 0 geometrijsko?

O"'ﬂ*/{ g*-zi-:_lC)___:-. ab - _(_}..- -
hcf;““l(onbjtanﬁou Oy 204§ O o, - O '?

Slika 15 Dijakovo reSevanje naloge iz izziva 13

Komentar: V u¢beniku TEMPUS novum je geometrijsko zaporedije definirano takole:
»Zaporedije je geometrijsko, Ce je koli€nik med poljubnim (n>1) in pred stoje€im
¢lenom konstanten: % = k. (Pavli¢, 2014, str. 24). V u¢beniku MATEMATIKA 4 je

definicija geometrijskeg;a zaporedja vsebinsko enaka (koli¢nik med sosednjima
¢lenoma je stalen).

Ta definicija ne ustreza vsem primerom geometrijskega zaporedja. V izzivu 13 je
dano geometrijsko zaporedje, ki pa po opisanih definicijah ni geometrijsko.
ReSevalec izziva 13 je naletel na teZave, ker je nalogo skusal resSiti po zapisani
definiciji, samo zaporedje pa je dejansko geometrijsko (glej sliko 15).
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Pobuda: Predlagamo, da se definicija geometrijskega zaporedja glasi takole:

DEFINICIJA geometrijskega zaporedja: Zaporedje je geometrijsko, kadar
obstaja taksno realno Stevilo k € R, da za vsako naravno stevilo n (n > 1) velja:

a,,1 =k-a,.

Za nenicCelna geometrijska zaporedja pa velja, da je kolicnik med poljubnim (n > 1) in
pred stojeéim ¢lenom konstanten: 2L = k, kar sledi iz zgornje definicije.

an

2.14. Ali se graf racionalne funkcije priblizuje polu?

Ko risemo funkcije, ki imajo pole, pogosto reCemo, da »nariSemo pol«, da se graf
funkcije »pribliZzuje polu« in podobno. V tem razdelku razpravljamo o definiciji pola in
o navpicnih asimptotah. Sestavili smo nalogo (glej izziv 14), ki je zapisana v
»matematiCnem zargonu« in prikazuje napovedan problem.

Izziv 14: Dana je realna funkcija realne spremenljivke s predpisom f(x) =
2

R Doloé¢i nicle, pole, za¢etno vrednost in vodoravno asimptoto, narisi pole,
vodoravno asimptoto in graf funkcije f.

X

(fl«'\) : (’s’i}\k, L
nicle x,z 0
poli X p =2

N
XPL

f(’o\ = 0

Q(;\\“Pto%o\ Lj = 4

! |
,,\'Z‘X’Z:U ‘I \

|
B T ™ e T T S

(x-2)(x+A) =0

Slika 16 Pravilna reSitev naloge iz izziva 14

27



Maja Kriznié, Lenart Zezlina: Ali je pokonéna piramida res pokonéna?

Komentar: Ko dijaki odgovarjamo na vprasSanje o grafu racionalne funkcije, veckrat
re¢emo, da se graf funkcije priblizuje polu. (Nato razlozimo razliko med polom sode
in polom lihe stopnje.) Profesorji nas potem popravljajo. Ali imamo prav?

Naj bo racionalna funkcija f(x) = %, kjer g(x) ni ni¢elni polinom in je kvocient %
okrajSan. V vseh treh obravnavanih ucbenikih so poli racionalne funkcije nicle
polinoma, ki je vimenovalcu. V polih ima funkcija navpi¢no asimptoto. Torej: pol je
toCka na abscisni osi, ki je reSitev enacbe q(x) = 0, v polu pa ima graf racionalne

funkcije navpi¢no asimptoto. Zato v tem primeru dijaki nimamo prav.

Pobuda: V obravnavanih u¢benikih nismo zasledili neskladnosti. Opozarjamo le na
potrebo po natanénem izrazanju. Graf funkcije se ne priblizuje polu, temvec navpiéni
asimptoti, ki poteka skozi pol. Ko se vrednost neodvisne spremenljivke priblizuje
polu, se graf funkcije v neskon&nosti priblizuje navpicni asimptoti.

Opomba: V angleski literaturi nismo zasledili pojma, ki bi bil enakovreden
slovenskemu polu. Tam poid€ejo tocke, v katerih dana funkcija ni definirana in v teh
toCkah nariSejo navpi¢no asimptoto. Zasledili smo tudi primere (na primer v
http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/Alg/GraphRationalFcns.aspx), ko v postopku
priprave podatkov za risanje pois¢ejo niCle, zaCetno vrednost in asimptote.

Dodajamo §e mnenje o oznakah. Z oznako x = 2 oznacimo hkrati pol in zapiSemo
enacbo navpi¢ne asimptote. Zato predlagamo, da bi se pole zapisalo na primer
takole: poli funkcije f so -1 in 2, navpi¢ni asimptoti sta x = -1 ter x = 2. Podobno za
ni¢le, na primer: Funkcija ima ni¢lo 0 druge stopnje.
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2.15. Ali so poli racionalne funkcije tocke nezveznosti?

Domnevamo, da je pojem zvezne funkcije v matemati¢ni teoriji zelo pomemben pojem,
s katerim pa se v gimnazijskem programu ukvarjamo le z osnovami. Na tezavo smo
doleteli, ko smo v uc€benikih opazili neskladje med definicijo zveznosti in reSitvami
nalog. Za ilustracijo problema smo sestavili nalogo v izzivu 15a, naloge iz izziva 15b
pa so vzete iz u€benika TEMPUS novum, (stran 191, naloge 597; e,f,i,k).

Izziv 15a: Dana je funkcija f s predpisom f(x) = % Ali je funkcija f zvezna? Ce
ni zvezna, doloc¢i tocke nezveznosti.

= . — )
F‘uy\\ct,l\)F\ n 2vezZnos Vi

l
% f)o\u b e i
[
|
I

Slika 17 Nepravilno reSena naloga iz izziva 15a

Izziv 15b: Ali so dane funkcije zvezne? Ce funkcije niso zvezne, zapisSi tocke

nezveznosti.

a) f() =4

b) f(x) =log(x*+ 4x + 4)
0) f(x)=@B*-1"

d) f() ==

sinx
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_x =} : ,
) £ eZm b) f)- log (x "+ kx+4)
*2x-320 (244x46)=C
X > = (,x *Z\‘L: 0
(X ‘-5) (XJ"/‘):U xp«w,¢ alan
Xea =D FUV\\LUjG\ nezveznoen V
)(?7-:“/1 Po\u X2 = =gl
Funlacij‘a Nezvedneg v
Po\u X%1= D \n &pz:"i-
= (3= 3 | 4
) fN=(3A)= 757 d) £60 - T
o . -0
~A=0 X =
X =0 X = & S\", 9\ € Z
Ni 2vezno PP X7 &“J» kez.
E)\;\\(QLJO\ nezveawna V
foLU\ XF" = O

Slika 18 Primer tipi¢ne reSitve naloge iz zveznosti (izziv 15b)

Komentar: Poglejmo dve definiciji zveznosti.

»Funkcija f je zvezna v x = a, €e in samo Ce
(Ve>0)@6>0)x€(a—6,a+08) = f(x)e(f(a) —¢ f(a) +¢).

Funkcija je zvezna na intervalu [a,b], Ce je zvezna v vsaki toCki tega intervala.

|z povzetka: Funkcija f je v toCki a zvezna natanko takrat, ko je v toCki a definirana in
ima limito in je lim f(x) = f(a).« (Pavli¢, 2014, str. 189).
xX—a

»Funkcija f je zvezna v tocki a, Ce je definirana v tocki a in je lim f(x) = f(a).« (Bon
xX—a

Klanjscek, 2012, str. 98).

Glede na ti definiciji zveznosti lahko funkciji dolo€amo zveznost le v tocki, v kateri je
definirana. Vse zgornje funkcije so torej zvezne in nimajo tock nezveznosti. ReSitve
na slikah 17 in 18 so napacne. Na ta nacin je reSenih veliko nalog v u¢benikih.
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Vidav piSe, da so racionalne funkcije nezvezne v polih: »Racionalna funkcija je
kvocient dveh polinomov. Zato je povsod zvezna funkcija, razen kvecjemu v to¢kah,
kjer je imenovalec enak niC« (Vidav, 1961, str. 142). Ta opis lastnosti racionalne
funkcije ni v skladu z definicijo zveznosti. Hladnik pa navaja izrek: »Vse elementarne
funkcije so zvezne, kjer so definirane«, ki ni v neskladju z definicijo zveznosti
(Hladnik, str. 12).

Pobuda: Funkcija je lahko zvezna le na svojem definicijskem obmocdju, zato je
potrebno popraviti reSitve nalog v u€benikih.

2.16. Kaj je to stacionarna tocka?
Kaj je toCka na premici, kaj je toCka v ravnini? Kaj je stacionarna to¢ka? Kaj je

ekstrem? Kako zapiSemo odgovore v nalogah, ki sprasujejo po stacionarnih tockah
ali po ekstremih? Problem je nakazan v izzivih 16a in 16.b.

Izziv 16a: Dana je funkcija f(x) = 2x3 — 9x% + 12x. Poi$éi stacionarne to¢ke?

f0=6x=48x+ 4L x4 = AUD)
ex =48 x+42=0
X"~ Hx+2=0

(x-4)(x-2)=0

x, =2 = BZY)

Slika 19 Obicajna reSitev naloge iz izziva 16a
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Izziv 16b: Dana je funkcija f(x) = x3 + 6x% + 12x. V kateri od stacionarnih to¢k
doseze funkcija f lokalni minimum (Glej nalogo 792 ¢ v MATEMATIKA 4)?

£1(x) =D~ A2 x4
Axzt- 12x+9 =0

xt- Lk x+3%=0

(=AY Xx=2)=0 e _
3 ) o Vi S~ N —L?
x,= 4 J
1 o)
X, =D
J |
A (A) ®(30)
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Slika 20 Obicajna reSitev naloge iz izziva 16b

Komentar: Poglejmo definicijo stacionarne tocke:

»Ni¢le odvoda f'(x) = 0 so stacionarne toCke funkcije f. V stacionarni tocki je
tangenta na krivuljo vodoravna.« (Pavli¢, 2014 str. 223)

Stacionarne tocke so ni€le prvega odvoda funkcije, torej vrednosti spremenljivke x, v
katerih je smerni koeficient tangente na krivuljo enak 0. Dijak je v zgornji nalogi
izracunal vse vrednosti x, torej je nalogo pravilno resil, njegov odgovor pa ni bil v
skladu z definicijo stacionarne tocke (glej sliko 19).

Podobno je s pojmoma minimum in maksimum. To sta funkcijski vrednosti pri tistih
vrednostih X, kjer funkcija zavzame ekstremno vrednost.

V u€beniku TEMPUS novum je lokalni maksimum definiran takole: »Funkcija f ima v
x = x, lokalni maksimum, &e velja f(x) < f(x,) za vsak x iz dovolj majhne okolice
toCke x,.« Definicija lokalnega minimuma je analogna. V vrstici pred tem pa pise:
»ToCka, kjer funkcija lokalno gledano (v dovolj majhni okolici) zavzame najvecjo ali
najmanjSo vrednost, se imenuje lokalni ekstrem.« Iz tega ne moremo sklepati, kaj je
misljeno z ekstremom: ali le funkcijska vrednost ali to¢ka na grafu. V zgledih z nalogo
»PoiS¢i ekstreme« je odgovor zapisan na primer: »Pri x=2 ima polinom lokalni
minimum« ter »Doseze pa minimum pri X=1, in sicer y = -1«.
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V reSitvah nalog so minimumi in maksimumi navedeni kot toCke v ravnini (xl,f(xl)).
Drugi primer zapisa reSitev je po nasem mnenju korekten. V u¢beniku MATEMATIKA
4 je podobno. ReSitev izziva 16b na sliki 20 ni zapisana v skladu z definicijo ekstrema
(lokalnega minimuma).

Pobuda: V nalogah je potrebno razlikovati med pojmoma stacionarna tocka, lokalni
ekstrem funkcije ter toCkami na grafu funkcije, v katerih doseze funkcija ekstremno
vrednost. Prva je vrednost spremenljivke x, v kateri je f'(x) = 0, lokalni ekstrem
funkcije je funkcijska vrednost, kjer funkcija lokalno gledano dosezZe najvecjo ali
najmanjso vrednost. Poimenovanja za to¢ko na grafu, kjer funkcija doseze ekstrem, v
omenjenih uébenikih, ni. Ce hoéemo togko na grafu, bi morali v navodilu naloge
zapisati, na primer: »Zapisi to¢ke na grafu, v katerih doseze funkcija ekstremno
vrednost«. Pri vecini reSitev nalog so ze navedene toCke na grafih.

Predlagamo, da se v ucbenikih poenoti vprasanja in zapis reSitev nalog.

2.17. Kaj je nedoloceni integral: funkcija ali druzina funkcij?

V tem razdelku iS¢emo odgovor na vprasanje, ali je nedoloCni integral dane funkcije
f ena sama funkcija F, ki zadoS$¢a pogoju, da je F' = f , ali JE nedoloCeni integral
druzina funkcij. Razli¢ni u¢beniki predlagajo razli¢ne resSitve. Oglejmo si primer opisan
Vizzivu 17.

Izziv 17: Izraéunaj nedoloéeni integral funkcije f(x) = x2.

>

jxlolxz )?;

Slika 21 ReSitev naloge iz izziva 17

Komentar: V u¢beniku TEMPUS novum je nedolo¢eni integral definiran takole:
»Radi bi nasli obratno operacijo odvajanju. Iskani funkciji re€emo primitivna funkcija
ali nedoloceni integral« (Pavli¢, 2014, str. 269). Torej je dovolj, e za nedoloceni
integral dane funkcije poiS¢emo eno izmed funkcij, katere odvod je enak dani
funkciji. Naloga je torej reSena pravilno. Rezultat bi seveda lahko bil tudi na primer:

3 3 3
"?+1 aIi%—lOO ali%+C,CER.
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V ucbeniku MATEMATIKA 4 je nedoloceni integral funkcije f definiran kot »druzina
funkcij F(x) + ¢, c € R, katerih odvod je enak funkciji f: [ f(x)dx = F(x) + ¢. Velja
dF = f(x)dx.«

V Visji matematiki 1 (Vidav, 1961, str. 204) je nedolocCeni integral definiran takole:
»Integrirati funkcijo f(x) se pravi, poiskati tako funkcijo F(x), ki ima za odvod dano
funkcijo f(x), torej F'(x) = f(x)... Vsako funkcijo F(x), ki je njen odvod enak f(x),
imenujemo nedoloceni integral funkcije f(x). Dejstvo, da je F(x) integral funkcije
f(x), zapisemo takole: F(x) = [ f(x) dx.«

Glede na ta vir je nedoloceni integral ena funkcija in ne druzina funkcij. O druzini
nedolog&enih integralov isti vir navaja: »Ce je F(x) kak integral funkcije f(x), dobimo
vsak drug njen integral tako, da funkciji F(x) priStejemo primerno konstanto.« »Ker je
z danim odvodom f(x) funkcija F(x) doloCena samo do aditivhe konstante, jo
imenujemo nedoloc€eni integral.«

Resitev izziva 17 na sliki 21 bi bila razli€no vrednotena glede na razli¢ne definicije v
ucbenikih. Z matemati¢nega vidika pa je pravilna, saj je dovolj, da poiS¢emo eno
primitivno funkcijo. Vse ostale se razlikujejo le za aditivno konstanto.

Pobuda: Predlagamo, da se definicija nedoloCenega integrala poenoti, na primer:
DEFINICIJA nedolo¢enega integrala:

Naj bo funkcija f: D € R —» R. Nedoloc¢eni integral funkcije f je mnozica funkcij
F:D - R, za katere velja F' = f:

jf={F:D—>R|F'=f}

Vsaki funkciji F iz te mnozice pravimo primitivna funkcija.

Velja izrek: Ce je F primitivna funkcija, potem je za vsak C € R tudi funkcija F +
C primitivna funkcija: F€ [f = VCER:F€ [ f.

Dokaz: Ker je F primitivna funkcija, velja F' = f. Potem je za vsak C € R:
(F+C) =F =.

Zapisemo takole: [ f = {F + C, C € R}. Definicijski obmogji funkcij f in F se

morata ujemati.

Po tem, nekoliko drznem predlogu, lo€¢imo nedolo€eni integral kot mnozico funkcij in
posamezno funkcijo iz te mnoZice, ki ji reéemo primitivna funkcija. Ce bi bila naloga:

IzraGunaij: [ x%dx, bi bili reSitvi s +C in brez +C obe pravilni.

Ce bi bila naloga: Poiséi primitivno funkcijo k funkciji f s predpisom f(x) = x2, bi bila
reSitev vsaka posamezna funkcija F z lastnostjo F' = f, na primer %3 +1 ali %3 — 2018

3
ali tudi x? + C,C € R, saj je le-ta za vsak C , C € R primitivha funkcija.
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Resitev naloge: Pois¢i nedologeni integral funkcije f s predpisom f(x) = x? pa bi bila
2 _ %
[x dx ={=+C,C €R}.
2.18. Nedoloceni integral funkcije, ki ima pole
Vemo, da se dve primitivni funkciji razlikujeta za aditivno konstanto C, zato mnozico
vseh nedolocenih integralov zapi$emo v obliki [ f(x)dx = F(x) + C. To pomeni, da
vsako funkcijo iz te mnozice dobimo s premikom navzgor ali navzdol. Zastavimo pa si

vpraSanje, ali lahko pri nedoloCenih integralih funkcij, ki imajo pole, na vsaki
posamezni veji uporabimo razli€en premik. Primer je prikazan v izzivu 18.

Izziv 18: Pois€i nedolo€eni integral funkcije f(x) = xlz?

i Y]
j?dx =j><'Lol><: -;4; ',‘
‘-;4<-+b;x>o T
J%‘O()( - { 1 4
- % -4, x<0 / /
1
i / |1 :
jL ==+, x20 7 |4 X
% dx-= . |
~§<—"*Cz\ x <V "
|

Slika 22 Nenavadna reSitev naloge iz izziva 18

Komentar: Navajeni smo na zapis nedoloenega integrala z eno konstanto C. Ce
ima funkcija pole, pa si na posameznem (celotnem) intervalu definicijskega obmocja
lahko izberemo razli¢ni konstanti. Vse primitivhe funkcije morajo imeti enaka
definicijska obmocja, premiki navzgor in navzdol na razli¢nih intervalih pa so lahko
razlicni, le da je odvod na posameznem intervalu enak integralu. ReSitev z dvema
integracijskima konstantama C, in C, je tudi v redu, saj Se bolj poudari, da sta
konstanti na podintervalih razli¢ni. Opisano velja za funkcije, ki imajo pole. ReSitev
izziva 18 na sliki 22 je pravilna.

Zapisimo na ta nacin Se nedoloc€eni integral funkcije f s predpisom f(x) = i Torej je
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fld _{lnx+c,cER;éejex>0
x T Unix|+d deR;tejex <0

V tabelah je zapisan nedoloceni integral f% dx = In |x| + C, kar je seveda pravilno,

saj samo pomeni, da si lahko na posameznem intervalu definicijskega obmocja
izberemo razliéni konstanti.

Pobuda: Pri obravnavi integralov elementarnih funkcij je prav, da se seznanimo tudi
z nedoloCenim integralom funkcije f(x) = i zapisanim na predlagani nacin z dvema
aditivnima konstantama.

2.19. Ali lahko tangenta na krivuljo v dotikaliS¢éu seka krivuljo?

Domnevamo, da smo pojem tangente prenesli iz tangente kroZnice na tangento
krivulje (na tangento na graf funkcije). V naSi predstavah je ostala tangenta kot
dotikalnica, tangenta iz naloge v izzivu 19 pa seka graf funkcije v dotikaliS¢u.

Izziv 19: Dan je polinom p s predpisom p(x) = x3 — 3x? + 4. Zapi$i enaébo
tangente v to¢ki A(1, y,). Narisi graf polinoma in tangento.

p () = 7= Dy A(A 94 )= A (42)

F(x\ =(x+A)(x-2) N

P\(x):5xz‘@)< A
”‘DA?”@X:O \

Bx(x~2\=o
ko= P13 — 7 1\
y = kxin

8'— ~Dxan—> n=<

8-:—5)«&6 |

Slika 23 ReSitev naloge iz izziva 19
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Komentar: Naloga je reSena pravilno, vendar pojem tangenta ni v skladu s
predstavo, da je tangenta premica, ki se dotika grafa funkcije (sploSnejSe krivulje).
Poiskati moramo definicijo tangente, ki bo skladu z nalogami. V obravnavanih
ucbenikih sploh ni definicije tangente.

Pobuda: Predlagamo, da se v gimnazijske u¢benike vkljuci definicija tangente na
graf funkcije:

DEFINICIJA tangente: Tangenta na graf funkcije f v to€ki (a, f(a)) na krivulji je
premica, ki gre skozi to¢ko (a, f(a)) in je njen smerni koeficient enak f'(a).

Resitev izziva 19 na sliki 23 je pravilna.

3. ZAKLJUCEK

V raziskovalni nalogi smo se poglobili v srednjeSolske u¢benike za matematiko in v
njih poiskali neskladja, ki smo jih v nalogi tudi predstavili. Pri tem smo se skuS$ali
vziveti v vlogo dijaka, ki reSuje naloge, vprasali smo se tudi, kako bi bilo z
vrednotenjem dijakovih izdelkov v primeru uporabe drugega u¢benika. Neskladja
smo opisali in napisali pobudo za reSitev problema.

Menimo, da smo zastavljene cilje dosegli. Nasli smo preko dvajset neskladij. Pobude
smo utemeljevali s pomocjo tuje in slovenske literature, v kateri se nam je zdela
nakazana boljSa pot za reSitev problema, preko pogovorov in razprav o neskladjih pa
smo prisli do dolo¢enih sklepov.

Nekatera neskladja smo v nalogi poenostavili, saj so se posamezni problemi izkazali
za globlja, kot smo sprva predvidevali. Ko smo se poglabljali v posamezen problem,
smo naleteli tudi na matemati¢na ozadja, ki presegajo nasSe znanje. Nalogo bi lahko
Se razsSirili in se pri doloCeni temi zadrzali Se veliko vec€ Casa, iskali izvore samih
pojmov ter povezave med tujimi uCbeniki, kar pa bi verjetno prineslo tudi uvedbo
novih matemati¢nih pojmov in oznak.

Zavedamo se, da najverjetneje nismo nasli vseh neskladij v in med obravnavami
ucbeniki. Menimo, da bi bil potreben bolj strokovni pogled na omenjena in druga
neskladja. Predlagamo, da bi bilo dobro slovenske ucbenike za matematiko poenoaotiti.
Prav tako predlagamo, da bi slovenski matematiki napisali slovenski matemati¢ni
terminoloski slovar.
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