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POVZETEK

V nalogi obravnavamo nekatere lastnosti fraktalnih krivulj. Fraktalna krivulja je krivulja, ki se ne
prekriva in ki je sebipodobna, kar pomeni, da jo lahko razdelimo na n manjsih enakih delov, od
katerih je vsak pomanjsana kopija zacetne krivulje. Definiramo obi¢ajno dimenzijo sebipodobnosti
(fraktalno dimenzijo) kot razmerje med logaritmom Stevila pomanjSanih delov in logaritmom
faktorja pomanjsave. V prvem delu raziskovalne naloge dokazemo, da obstaja neskonéno fraktalnih
krivulj, katerih fraktalna dimenzija je enaka racionalnemu Stevilu. V drugem delu raziskujemo tako
imenovano druZino »cik-cak« fraktalnih krivulj, ki se razlikujejo glede na zacéetni kot zasuka.
Izra¢unamo kot, pri katerem pride do dotikanja krivulje s krivuljo samo za nekaj zacetnih nivojev
krivulje. Za limitno krivuljo ocenimo velikost dotikalnega kota. Odprto ostaja vprasanje izra¢una

dotikalnega kota limitne krivulje »cik-cak«.

Kljucne besede: fraktal, sebipodobnost, fraktalna dimenzija, fraktalna krivulja, dotikalni kot

THE ABSTRACT

In the research paper some properties of fractal curves are discussed. A fractal curve is a curve
which does not overlap itself and is self-similar, which means we can divide it into n equal smaller
parts among which each is a diminished copy of the initial curve. The normal similarity dimension
(the fractal dimension) is defined as a ratio between the logharithm of the number of copies and
the logarithm of the scaling factor. The first part of this paper proves that the number of the fractal
curves which have the fractal dimension equal to a rational number is infinite. The second part
researches the so-called »zigzag« family of the fractal curves which vary depending on the initial
angle. The angle at which the curve overlaps itself is calculated, but only for some initial levels of
the curve. The calculation of the overlapping angle of the limit »zigzag« fractal curve remains an

open question.

Keywords: fractal, self-similarity, fractal dimension, fractal curve, overlapping angle
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1. UvVOD

1.1. Splosno o fraktalih
V nalogi obravnavamo del podrocja, ki ga zajema teorija fraktalov. Kot je znano, je zacetnik te
teorije Benoit Mandelbrot (rojen 1924, delo je objavil leta 1975). Obravnavali bomo fraktalne
krivulje, ki so primeri fraktalov. Zato najprej definirajmo pojem fraktala. Zacnimo s primeri. V
matematicni literaturi so najbolj znani Cantorjeva mnoZica, Kochova krivulja in trikotnik

Sierpinskega (sliki 1 in 3).

Ker bomo v nadaljevanju obravnavali samo krivulje, si nekoliko podrobneje oglejmo Kochovo
krivuljo. Kochova krivulja nastane, ko dano daljico, dolZzine a (v nadaljevanju kdaj pa kdaj bomo

brez izgube splosnosti vzeli a = 1), razdelimo na tri enake dele. Srednji del odstranimo, nad njim pa

.y I . . . a . I
nariSemo enakokraki trikotnik brez osnovnice s stranico 3 (dejansko gre za enakostranicni

trikotnik brez osnovnice). S tem smo povedali pravilo, kako nadaljevati na vsakem odseku nove
krivulje. S pravilom (prvim nivojem) je krivulja dolo¢ena, zato mu pravimo generator krivulje.

Zaporedoma lahko nariSemo vec nivojev (slika 1). Kon¢na Kochova krivulja je limitna krivulja.

Slika 1: Zacetni in prvi trije nivoji Kochove krivulje

Fraktalne krivulje, ki smo jih obravnavali v nalogi, smo risali s programom Python. Program za izris
Kochove krivulje je na sliki 2. Za ostale krivulje le prilagodimo podprogram f, s katerim opiSemo
generator krivulje. Seveda prilagodimo tudi vhodne podatke: dolZino zacetne daljice, dolzino kraka,

nivo in kot, kar je pa¢ potrebno.
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turtle *
math * stranica=3*+*6
f(krak, glokina): nivo = 3
# FKochova krivulija kot=60
globina == O: dvojnikot=2*kot
forward(krak) hideturtle(”

: backward (stranica/2)
f(krak/3, globina-1) speed ("fastest™)
left (kot) . pencolor ("gray™)
f(krak/B,.g;oblna - 1) forward (stranica)
right (dvojnikot) backward (stranica)
f(krak/3, globina-1) pensize (3)
left (kot) . pencolor ("blue™)
f(krak/3, globina-1) f(stranica, nivo)

Slika 2: Program v Pythonu za izris posameznega nivoja Kochove krivulje

Tudi v naravi se pojavljajo oblike, ki jim pravimo fraktali, le da se njihovo ¢lenjenje konéa v kon¢no

korakih. Primeri so: drevo, praprot, brokoli.

Pred obravnavo fraktalov moramo definirati, kdaj je neka mnozica fraktal. Matematiki so izluscili
dve znacilnosti, s katerimi natanko opiSemo fraktal. To sta: lastnost sebipodobnosti in fraktalna

dimenzija (ali tudi dimenzija sebipodobnosti). Potrebovali bomo tudi opis topoloske dimenzije.

1.2. Sebipodobnost
Definicija 1: Sebipodobnost
Mnozica je sebipodobna, kadar je vsak njen del pomanjsana kopija celote. Sebipodobnost je

lastnost, »da s povecanjem delov strukture dobimo strukturo, ki je identi¢na originalu.« ([2],

stran 2).

Klasicni primeri sebipodobnih mnozic so na primer Kochova krivulja (na sliki 1), Cantorjeva

mnozica in trikotnik Sierpinskega (glej sliko 3).

Slika 3: Cantorjeva mnozica in trikotnik Sierpinskega (vir [3])




Fraktalna krivulja »cik-cak«

1.3. Odimenzijah

»0Obicajno dimenzijo«, kot jo poznamo, lahko opiSemo takole. Vzemimo daljico, kvadrat in kocko
(slika 4). Daljico, ki je dolga a, razdelimo na 4 enake dele. Vsak del je % prvotne dolzZine, torej je
prvotna daljica sStirikrat daljSa od pomanjSanega dela. Faktor pomanjsave (tudi faktor povecave ali
faktor skrcitve; je enak razmerju prvotni del/pomanjsani del) je torej 4. Oznacimo Stevilo manjsih
delov z N = 4, faktor povecave s p =4 in dimenzijo z d = 1. Torej velja: 4=4". Pri kvadratu imamo:
N =16, p=4in d=2, torej 16=4", pri kocki pa je N = 27, p=3ind =3, torej 27 =3’ . To lastnost
posploSimo. Naj bo Stevilo enakih pomanjsanih delov enako N, faktor skrlitve p = (prvotna

stranica)/(pomanjsani del) in d dimenzija. Tedaj velja zveza: N:pd, od koder izratunamo

dimenzijo objekta: d =log, N= ll(z)gN

. To definicijo pa lahko posplosSimo na sebipodobne objekte.

Al A
Ly A

X
X NN

M, My g
- - . . S
Slika 4: Daljico, kvadrat in kocko razdelimo na enake dele (Vir: [3]).

Definicija 2: Fraktalna dimenzija (dimenzija sebipodobnosti)

Dimenzija sebipodobnosti objekta X je enolicna vrednost d, ki ustreza enachi N = pd oziroma

leogN
log p

, kjer je N Stevilo med seboj enakih delov, na katere razdelimo objekt X, stevilo p pa

faktor skrcitve (p>1).

Stevilo d ni nujno celo $tevilo. Ce $tevilo ni celo, ga imenujemo fraktalna dimenzija sebipodobnosti

(povzeto po 2], stran 18,19).
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Primeri:

log4 126185950714
log3

a) Kochova krivulja (N=4, p =3): N:pd—>4:3d:>d:

b) Cantorjeva mnozica (N =2, p =3): N=pd—> 2=3¢ :>d=ioi§~ 0,63092975357

0g

c) trikotnik Sierpinskega (N=3,p=2): N=p’—3=2" :d:}"izm 1,58496250072

0g
Definicija 3: Topoloska dimenzija

»Topoloska dimenzija topoloskega prostora X je enaka najmanjSemu takemu Stevilu n, da lahko
za vsako odprto pokritje C najdemo finejSe pokritje C’, ki ima to lastnost, da je vsaka tocka

prostora X element kvec¢jemu n+1 ¢lanov pokritja C'.

Pri tem je odprto pokritie C' finejSe od pokritia C, Ce je vsak element pokritia C' vsebovan v vsaj

enem elementu pokritja C.« ([2], stran 23).

Topoloska dimenzija je vedno celo Stevilo.

e

Slika 5: Primer pokritja kroga s krogi.

Na levi sliki (glej sliko 5) je krog pokrit s stirimi odprtimi krogi (brez robov), znotraj kroga so tocke,
ki so prekrite z vsemi Stirimi krogi. Vendar lahko enega izmed krogov (na primer gornjega desnega)
zmanjSamo, tako da so tocke prekrite z najve¢ 3 krogi. Manj kot to ni mozno, ker so krogi odprti
(nimajo robov). Topoloska dimenzija kroga je torej enaka 2. Enako velja tudi za ostale ravninske
like. KroZnico pa lahko pokrijemo s pokritjem, ki je sestavljeno najmanj iz dveh kroznih lokov
(upostevamo, da so loki odprti, torej brez koncnih tock). Tako je topoloSka dimenzija kroznice

enaka 1. (Prirejeno po [2]).
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1.4. Definicija fraktala

Definicija 4: Definicija fraktala

»Fraktal je mnozica, ki je sebipodobna in katere fraktalna dimenzija je ve¢ja od njene topoloske

dimenzije.« ([2], stran 24).

1.5. Fraktalne krivulje

Lepi primeri fraktalov so fraktalne krivulje, na primer Kochova krivulja. V nalogi se bomo omejili na

tiste krivulje, pri katerih ne pride do dotikanja ali prekrivanja.
Definicija 5: Definicija enostavne krivulje
Krivulja je enostavna, e nikjer ne seka sama sebe ali se nikjer ne dotika sama sebe.

Primer enostavne krivulje je na sliki 1, primer krivulje, ki ni enostavna, pa na sliki 6.

>
5%

Slika 6: Primer krivulje, ki ni enostavna (na dveh mestih se krivulja dotika,
na dveh pa seka samo sebe).

Definicija 6: Definicija fraktalne krivulje

Fraktalna krivulja je enostavna, povezana krivulja, ki je fraktal.
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1.6. Fraktalna krivulja »cik-cak«

1.6.1. Osnovni primer
Osnovni primer fraktalne krivulje »cik-cak« (ime sem dolocil sam) je podan z generatorjem na sliki

7, sama krivulja na prvih Stihih nivojih pa je lepo vidna na sliki 8. Sestavljata jo dva enakokraka

trikotnika (vsak na svojem bregu zaletne daljice). Koti ob osnovnicah so enaki 45° kot ob vrhu je

pravi kot. Dolzina kraka je enaka diagonali kvadrata s stranico % .

Slika 7: Generator osnovne krivulje "cik-cak" (z rahlo crto je prikazana zacetna
daljica)

Krak je tako enak 112%\/5. Stevilo pomanjsanih delov je N=4, faktor pomanj$ave pa

3
p=—2—=27 Njena dimenzija je tako enaka N=p‘—4=(2

=
Z\/z log2°

. Zanimivo,

dobili smo dimenzijo, ki je enaka racionalnemu Stevilu. V viru [1] je navedeno, da so fraktalne
krivulje z racionalno dimenzijo zelo redke. Trditev se mi ne zdi korektna, zato bom v nadaljevanju
naloge dokazal, da obstaja neskoncno fraktalnih krivulj, ki imajo fraktalno dimenzijo

sebipodobnosti enako racionalnemu Stevilu.
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AL
g g

Slika 8: Prvi stirje nivoji fraktalne osnovne fraktalne krivulje "cik-cak".

Izraunajmo dolzino osnovne fraktalne krivulje (to je krivulje »cik-cak« z zafetnim kotom 45°).

(Y[

DolZina zacetne krivulje je enaka a. DolZina krivulje prvega nivoja je enaka d,=4a -2°, ker je

3
=a®. Dol%ina enega kraka krivulje drugega nivoja je enaka

faktor skréitve enak p=——
72

3
), dolzina cele krivulje drugega nivoja pa d,=16a(2*)*. Podobno dobimo

MW

3
2

0w

l,=a 2% 2°=al(2

3 3

3
27 2?=a(2%) in d,=64a(2

N |w
o

T 3 Ve . . .
za tretji nivo: [;=a -2 ) . Izraz posploSimo na nivo n in dobimo:

3 Tn

)' in d,=4"a (2*)"=a 2% . Dolzina limitne krivulie je tako neskonéna, saj je

[N}

[ =a (2

n
Tn

lim (a -2 )=, ker je osnova potence vegja od 1.

n— o

Poglejmo Se, kolikSna je ploscina lika, omejenega s krivuljami cik-cak. Vzemimo »kvadrat« (glej sliko

9).

10
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Slika 9: "Kvadrat", ograjen z osnovno krivuljo "cik-cak".

Plo3¢ina »kvadrata« je seveda enaka a? saj je del lika izven kvadrata plos¢insko enak delu lika
znotraj kvadrata. Zanimivo: neskonéna krivulja oklepa lik s konéno plos¢ino (enako velja tudi za

Kochovo sneZinko). Pa Se nekaj sem opazil. Z ve€ gornjimi »kvadrati« lahko tlakujemo ravnino.

1.6.2. Posplositev
Osnovno fraktalno krivuljo cik-cak posploSimo tako, da spreminjamo zacetni kot zasuka. Osnovna

krivulja ima kot zasuka enak 45°, sedaj pa posplosimo na poljuben kot. Seveda ostaja ostalo enako:

Stirje deli in dva enakokraka trikotnika. Primer je na sliki 10.

lzrazimo dimenzijo te krivulje z dolZino zacetne daljice /,=a (v nadaljevanju tudi osnovnica

fraktalne krivulje) in kotom zasuka. Stevilo pomanj$anih delov je N = 4. DolZina kraka pri prvem

nivoju je enaka ll:$. Faktor pomanjsave je enak p:%:4cos¢). Dimenzija je potem
»

enaka d = log4 7 Pri kotu 45%je d =§ (kar je seveda enako kot v 1.6.1.).

log(4cos ¢

11
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Slika 10: Posplosena krivulja "cik-cak”.

Ko je kot zasuka enak 60°, je d = log4 ) =2 . Ker je 2 Ze fraktalna dimenzija sebipodobnosti

log(4c0s60°)
kvadrata, se bomo omejili na kote, manjse od 60°. V primeru kota 60° pride do velikega 3tevila
prekrivanj, zato ne dobimo enostavne krivulje. Omejili se bomo na kote, ki so ve¢ji od 0° in manjsi
od 60°. Z opazovanjem (glej sliko 11) ugotovimo, da pride do dotikanja na posameznem nivoju Ze

pri kotih, ki so manj3i od 60°.

v v
v

v
i

Slika 11: Prikazani so Stirje nivoji drug za drugim.

12
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Na sliki 11 so prikazani stirje zaporedni nivoji pri kotu 55°. Opazimo, da pri éetrtem nivoju krivulja
dotakne samo sebe. Pri vecjih kotih pa bo seveda prislo do sekanja krivulje samo s seboj (ne bo vec

enostavna).
Definicija 7: Dotikalni kot

Dotikalni kot posameznega nivoja fraktalne krivulje je mejni kot, pri katerem pride do dotikanja

krivulje same s seboj.

V nadaljevanju bomo med drugim ugotavljali dotikalne kote posameznih nivojev fraktalne krivulje

cik-cak.
2. CILJ NALOGE IN METODE DELA

2.1. Cilji naloge in hipoteze

V sploSnem je namen naloge preiskovanje dimenzije sebipodobnosti fraktalnih krivulj in iskanju

dotikalnega kota izbrane krivulje s krivuljo samo.

Prvi cilj

V viru [1] je navedeno, da obstajajo le redke krivulje, katerih fraktalna dimenzija je racionalno
Stevilo. Omenjeni sta dve fraktalni krivulji s to lastnostjo. Njuna generatorja sta na sliki 12. Za cilj
sem si zastavil dokazati, da obstaja neskoncno fraktalnih krivulj s fraktalno dimenzijo, enako

racionalnemu Stevilu.

Drugi cilj
V razdelku 1.6. sem opazil, da pride pri fraktalni krivulji »cik-cak« do prekrivanja krivulje na

dolocenem nivoju, ¢e spreminjamo dani kot zasuka. Za cilj sem si postavil izracunati dotikalni kot za
drugi, tretji, Cetrti, peti, Sesti in sedmi nivo in doloditi priblizek dotikalnega kota limitne krivulje
»cik-cak«.

Oblikoval sem dve hipoteazi:

Hipoteza 1: Obstaja neskoncno fraktalnih krivulj, ki imajo fraktalno dimenzijo enako

racionalnemu stevilu.

Hipoteza 2: Za nekaj prvih nivojev fraktalne krivulje »cik-cak« lahko izracunamo dotikalni kot.

Dotikalni kot limitne krivulje »cik-cak« lahko dobro ocenimo.

13
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Slika 12: Generatorja krivulj iz vira [1], ki imata fraktalno dimenzijo enako
racionalnemu Stevilu.

2.2. Metode dela

Poleg obicajne metode Studija po literaturi in drugih virih sem pri izdelavi naloge uporabil naslednji
metodi:

- metoda opazovanja in

- matematicno dokazovanje trditev.
Za poenostavljanje daljSih matematic¢nih izrazov, za reSevanje enacb in preiskovanje sem uporabljal
program DERIVE 6.
Krivulje sem risal s programom Python 3.3.4, prosto dostopnim na spletnem naslovu
https://www.python.org/, ter s programom GeoGebra, ki je prav tako prosto dostopen na naslovu

http://www.geogebra.org/cms/sl/.

14
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3. FRAKTALNE KRIVULJE S FRAKTALNO DIMENZIJO, ENAKO RACIONALNEMU
STEVILU

Trditev 1: Obstaja sStevno neskoncno fraktalnih krivulj, ki imajo fraktalno dimenzijo enako

racionalnemu stevilu.

Naso trditev bomo dokazali na dva nacina, pri ¢emer je drugi dokaz omejen le na fraktalne krivulje

»cik-cak«.

3.1. Prvidokaz

Vzemimo daljico dolZine a in jo

razdelimo na Stiri dolZzinsko enake
dele. Vzemimo osem takih kosov in jih

postavimo, kakor kaze slika 13.

Dimenzija te fraktalne krivulje je enaka

_log8_3
logd4 2’

kar je racionalno

Stevilo. Podobno lahko  daljico
Slika 13: K prvemu dokazu trditve 1.

razdelimo na osem enakih deloy,

vzamemo Sestnajst takih kosov in jih sestavimo, da dobimo krivuljo (lomljeno ¢rto). Sestavimo jih

logl6 _4

lahko na razli¢ne nacine (glej sliki 14 in 15). Dimenzija take krivulje je potem d = log8 3"

Slika 14: Ena od moznih osnovnih krivulj, ki nastane, ce daljico razdelimo na 8 enakih delov in 16
takih kosov sestavimo v sklenjeno krivuljo.
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Slika 15: Se ena izmed variant krivulje na sliki X.

Ocitno je mozno iz daljice, ki jo razdelimo na 2" delov, vedno mogoce sestaviti krivuljo iz 2-2"
takih delov. Ce si $e enkrat ogledamo sliki 15 in 16, opazimo, da imamo z naras¢ajo¢im n vedno

ve¢ moznih nacinov, na katere lahko postavimo fragmente daljice.

A Ze brez tega lahko dokazemo, da je fraktalnih krivulj z dimenzijo, ki je enaka racionalnemu Stevilu
in jih ustvarimo na ta nacin, neskonéno mnogo. Razdelimo torej daljico na 2" enakih delov,
vzemimo 2-2" takih kosov in sestavimo fraktalno krivuljo prve stopnje. Njena dimenzija bo tako

dzlog(2-2") _log2"™" _n+1
log(2")  log2" n

(1)

kar je ocitno racionalno Stevilo za vsako naravno Stevilo n. Veljati pa mora Se 1<d<2 oziroma

1<ﬂ<2.

n

n+l1 . . . v
1. —>1: preuredimo v n+1>n, kar velja za katerokoli naravno Stevilo n. Vrednost
n

slednjega tako navzgor ni omejena.

+1 . . . . ..
2. "Moo, preuredimov n+1<2n oziroma 1<n . Torej mora biti vrednost n vecja od 1.
n

Ker je naravnih Stevil, ki so vecja od 1, neskoncno mnogo, je tako tudi racionalnih Stevil oblike

+1 Y . . G . v .
n—,‘nEIN neskoncno mnogo. |z tega sledi, da je fraktalnih krivulj, ki jih tvorimo na ta nacin in
n

imajo dimenzijo, enako racionalnemu Stevilu, neskon¢no mnogo. g.e.d.
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3.2. Drugidokaz

Slika 16: Slika k drugemu dokazu trditve 1.

Vzemimo fraktalno krivuljo »cik-cak«, katere osnovnica je enaka a, (na sliki 16 s ¢rtkano ¢rto),
a nl~ .v .
dolZzina ene izmed daljic na prvem nivoju pa je aI:TO\/2. Faktor pomanjsave je tako

2 2n—1
_a,_4 _2
1

p—a——\7—2_: T =2 " Stevilo kosov pa je N=4=2". Torej je fraktalna dimenzija take krivulje
1 X
enaka
logN _ log?2’ 2
(2) d:lg =082 _ ‘i
ogp 2= 2n-—1
log2 "

Omejiti moramo le Se n . Vemo, da mora veljati 1<d <2 . Tako lahko zapisemo dve neenacbi:

1. d>1 oziroma

1>1 , kar preoblikujemo v 2n>2n—1 in v 0>—1. Ugotovimo, da
vrednost n navzgor ni omejena.

2. d<2 oziroma 2n

1 <2, kar preoblikujemo v 2n<4 n—2 . Kon¢na neenacba se tako glasi
n—

n>1.

17
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Po formuli (2) je ocitno, da bomo za vsako naravno Stevilo n, ki je vecje od 1, dobili fraktalno

krivuljo z dimenzijo d, ki bo enaka racionalnemu Stevilu. Ta enakost pa velja tudi za vsako

. . .. m
racionalno Stevilo —
n

m

n _ 2m
2&_1 2m—n
n

kjer sta m in n naravni Stevili, za kateri velja, da —>1<m>n. Ker je tako naravnih Stevil, ki so
n

vecja od 1, kot tudi racionalnih stevil, ki so vecja od 1, neskon¢no mnogo, je tudi fraktalnih krivulj

»cik-cak« z dimenzijo d, ki je enaka racionalnemu stevilu, neskon¢no mnogo. g.e.d.
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4. DOTIKALNI KOTI FRAKTALNE KRIVULIJE »CIK-CAK«

4.1. Dotikalni kot krivulje »cik-cak« drugega nivoja

Trditev 2: Dotikalni kot krivulje »cik-cak« drugega nivoja je enak gof% .

Py

Slika 17: Del drugega nivoja krivulje, narisan preko zacetnega dela krivulje na prvem nivoju (crtkana
¢rta).Oznacene so tocke iz dokaza trditve 2.

Ideja dokaza: Z opazovanjem krivulje med spreminjanjem kota ugotovimo, da bo do dotikanja

prislo tedaj, ko bo tocka P, lezala na daljici P, P, . Ustrezni kot dobimo s »postavljanjem« tocke
P, na Ze omenjeno daljico tako, da najprej doloCimo enacbo nosilke daljice P, P, in vanjo nato

vstavimo koordinati tocke P, . Z reSitvijo enacbe dobimo kot, pri katerem pride do dotikanja.

Izvedba dokaza: Naj bo dolZina stranice fraktalne krivulje »cik-cak« z zaCetnim kotom ¢ enaka a .

Visina trikotnika 7',7,T, je potemtakem %-tanq). Koordinate to¢k T,,T, in T, so T,(0,0),

T, (%,0) in Tz(%,%-tan @) (glej sliko 17). Pri dokazih bomo potrebovali $e funkcijo
Z(S):LS , ki podaja dolZino posamezne daljice te krivulje na nivoju (stopnji) s .
(4cosp)
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Tocka T, razpolavlja daljico T,7,, zato velja 7T3=%(?T0+?T2)=(%,%tango) in je tako

a da

T3<8’8

tan go). Nadalje velja, da je nosilka daljice 7',P; vzporedna z osnovnico trikotnika

T,T,T, (ker je 2P, T,T,=¢). Zato za totko P, velja 7,,=7,+([(2),0) in s tem

a a a
5 cors S
16cos” ¢

tang) .

Nosilka daljice P,P,,imenujmojo p, oklepa z osnovnico fraktalne krivulje kot 7—2¢ (glej to¢ko
1.6.2.), zato je njen smerni koeficient kp:tan(zr—2 @)=—tan2¢ . Da premico natanko dolo¢imo,
potrebujemo le Se njeno zaCetno vrednost, torej 7, . Ker lezi tocka P, na premici p, vstavimo

njene koordinate v zvezo
y=k, x+n,=n,=y—k x
Torej velja:

2
n,= O—(—tan2(p)(%—l(2)):(—tan2q))(L g):atan2q)-w

— , enacba premice pa
16cos’p 2 16cos ¢

2
je tako y=—tan2(0-a+atan2go-80L¢21.
16cos ¢

Da pride v nasem primeru do prekrivanja, mora to¢ka P, lezati na premici p .

Enacba za izra¢un kota se torej glasi:

a a a 8coszq)—1
—tanp=—tan2 ¢-(—+ tatan2¢p-——5—
g 7 ¢(8 160052(0) Y 16 cos’ ¢
in urejeno
a a 1 a 8cos’p—1
—tanp+tan2¢-—(1+ ——tan2p-———=0.
g 7 73 ( 2coszq)> 8 2cos’ g
2
Enatbo delimo z 2#0, da dobimo tan p+tan 2¢ (1+ - )—tanZgo-M:O. |zraz se
8 2cos g 2cos g

2
poenostavi v tan (pmzo (poenostavil sem ga z uporabo racunalniskega programa DERIVE

1—2coszq)
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6). Ker vemo, da ¢#0 in s tem tang@#0, lahko izraz Se bolj poenostavimo in dobimo

4cos’p—1=0 oziroma cosp==1/2. Izberemo pozitivno vrednost, ker i§¢emo ostri kot med

vrednostma 0in = . Dobimo ¢,=arccos—= g.e.d.

r
3 3

N | —

4.2. Dotikalni kot krivulje »cik-cak« tretjega nivoja

Trditev 3: Dotikalni kot krivulje »cik-cak« tretjega nivoja je enak (/)3:% .

N
N
N
N
\
\
N
N
\

Slika 18: Del fraktalne krivulje "cik-cak" tretjega nivoja. Narisana je tudi krivulja drugega nivoja .

Ideja dokaza: Ideja je podobna kot pri dokazu trditve 2. Do dotikanja krivulje same s sabo bo prislo
tedaj, ko bo to¢ka R, lezala na daljici R, R, . Dotikalni kot dobimo s »postavljanjem« tocke R; na

Ze omenjeno daljico, preko enacbe premice nosilke daljice R, R, (glej sliki 18 in 19).

lzvedba dokaza: Vzemimo fraktalno krivuljo »cik-cak« na tretjem nivoju. Tocke
r,,17,,T,,T,,P,, P, in P, so iste kakor pri dokazu trditve 2 (na sliki 18 je vidna tudi krivulja
druge stopnje). Izberemo Se toctke 7,,R,,R, in R,, katerih lega je lepo vidna na zgornji sliki.
Tocka T, je razpolovisce daljice T, P, , zato so njene koordinate

a a

a,a, a
8 8 16cos’ 8
T4( 2 ¢’ 2

tan¢+%tangp

),
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. 4cos2(p+l a
kar poenostavimov T,(a ————,—tang) .

32cos’p 8
Abscisa tocke R, je enaka abscisi razpoloviS¢a daljice T, P,, njena ordinata pa je za l(3)sin(p

manjsa od ordinate tocke 7', . Torej so njene koordinate enake

2
4cos’ p+1  a a
a——+—+————

32cos’p 8 16cos’ep a a .
R ,—tang——————sing) .
4 2 g 7 64¢0s’ ¢ ?)

Z uporabo racunalniSkega programa DERIVE 6 pa lahko koordinate poenostavimo v

2 2
a8cos p+3 (p8cos p—1

R
3( 64 coszgo

o4 5>—,atan
Cos @

Slika 19: Povecan segment fraktalne krivulje "cik-cak" na tretjem nivoju.

Naj bo nosilka daljice R, R, premica r . Ta premica oklepa z abscisno osjo kot a . Izracunajmo ga.
Ker je 2R/ R,T,=n—2¢, meri kot 2R, R,T,=2¢ . Nadalje velja 2 P,T R,=¢. Tako je

a=m—p—2¢p=r—3¢ . Smerni koeficient premice r je tako k,=tana=tan(z—3¢)=—tan(3¢).
Enacbo premice r is¢emo v obliki y=k, x—n, . Na njej leZi totka R, , katere koordinate so

2
(a 32cos" p—5 atang )

R, (=—1(2)-1(3)cos¢,l(3)sing) oziroma R,

. Za dolocitev premice

(ST

64 cos’ 9o 64 coszgo

r venatbo y=k, x—n, vstavimo koordinate tocke R, in dolo¢&imo konstanto 7, . Tako dobimo

enacbo premice r, ki se glasi:
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64 cos” p—24 cos’ p+1
32cos’p(1—4sin’p)

(3) y=—tan(3¢)x+atang

Po premisleku, podobnem tistemu pri prejSnjem dokazu, ugotovimo, da bo enakost (3) veljala za
koordinati tocke R, natanko tedaj, ko bo le-ta lezala na premici » in bo s tem prislo do

prekrivanja. Torej lahko v zgornjo enacbo vstavimo koordinati tocke R,

2 2 4 2
atangpigcos 2 1:—tan(3(o)c17800S <Z)2-|-3’+atan(p64(:0s 2 24008‘ f” )
64cos ¢ 64cos” @ 32cos’p(1—4sin’p)
jo uredimo
2 2 4 2
atang cos (/)2 1+tan(3(p)a—800S ¢2+3—atango64cos 2¢_24COS. ZH-I =0
64cos ¢ 64cos’ ¢ 32cos’p(1—4sin’p)

in poenostavimo

32cos4go—120052¢+1 —0

atan
4 32cos” p(4sin’p—1)

Ker vemo, niti a niti tan¢ nista enaka 0, je enacba, ki jo moramo resiti, pravzaprav le enacba

32cos'p—12cos’p+1=0. Namesto cosgp lahko piemo ¢ in s tem dobimo enacbo

1

32¢'~12¢’+1=0. To je bikvadratna enacba, njene resitve pa so tm:-'_-z in t3’4:iTz. Ker

iS¢emo kot z intervala [0,%] , negativni resitvi ne prideta v postev. Ker pa je arccos(Tz)>% , je

. y e y 1
tako edina mozna resitev te enacbe ¢,=arccos (E)Z% .g.e.d.
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4.3. Dotikalni kot krivulje »cik-cak« cCetrtega nivoja

Trditev 4: Dotikalni kot krivulje »cik-cak« etrtega nivoja je enak ¢, :arccos(\/TS) .

Ideja dokaza: Predhodna opazovanja spreminjanja fraktalne krivulje »cik-cak« na cetrtem nivoju
(glej prilogo 1) nam pokazejo, da bo do stikanja prislo, ko bo to¢ka R, lezala na daljici TR, (glej
sliki 20 in 21). Ker za slednjo vemo, da je vzporedna z osnovnico krivulje, moramo le izracunati tisti

kot, pri katerem bo ordinata tocke R, enaka ordinati to¢ke R, .

R:

Te

Slika 20: Del fraktalne krivulje "cik-cak" Cetrtega nivoja z nekaterimi oznacenimi tockami. Vrisani
so tudi nekateri prejsnji nivoji.

lzvedba dokaza: Na fraktalni krivulji »cik-cak« vzemimo tocke 7', P,,R,, R,, in R, tako, kot pri

dokazu trditve 3. Njihove koordinate poznamo. IzraCunati moramo le ordinato tocke R, .

Kot £ R, R, R, je zaradi sebipodobnosti krivulje enak ¢ . Ker je kot med premico » (nosilko daljice

R, R, , glej dokaz trditve 3) in osnovnico enak 7—3 ¢ (glej dokaz trditve 3), je zato kot med nosilko
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daljice R, R, in osnovnico enak 7—3¢p+p=n—2¢ . Ta kot uporabimo za ra¢unanje ordinate tocke

R,, ki je za [(4)sin(mr—2¢) povecana ordinata totke R, : an)z+l(4)sin(n’—2(/)). S
64cos ¢
pomocjo racunalnika ta izraz zapiSemo v obliki a3ta7n(/; .
128 cos ¢

Iz dokaza trditve 3 vzamemo izraz za ordinato tocke R;:

8cosz(p—1

’

atang
64 cos’ 0]

ga enacimo z izrazom za ordinato tocke R,

8cos’ p—1 —, 3tang

atan ’
v 64 coszqo 128 coszq)

uredimo in delimo z atang , ker vemo, da niti a niti tan ¢ nista enaka 0. Dobimo enacbo

, _
16cos =5 2 5-0. Edina smiselna reditev te enatbe pa je go4:arccos(—5), kar je priblizno
128cos ¢ 4

9,~56,01215641° . g.e.d.

Slika 21: Povecan segment fraktalne krivulje "cik-cak"” cetrtega nivoja v okolici tocke dotikanja. S
crtkano crto je narisan del krivulje na tretjem nivoju.
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4.4. Dotikalni kot krivulje »cik-cak« petega nivoja

-

Slika 22: Fraktalna krivulja "cik-cak” na petem nivoju. Okvircek kaze, kje se nahajar povecan
segment na sliki 23.

V89411

Trditev 5: Dotikalni kot krivulje »cik-cak« petega nivoja je enak ¢ =arccos 2

Ideja dokaza: Z opazovanjem dogajanja v okolici (okvir¢ek na sliki 22 in slika 23), kjer se krivulja
stakne sama s sabo, ugotovimo, da bo do dotikanja prislo, ko bo to¢ka R, lezala na daljici R, R;.

Princip dokaza je enak principoma dokazov trditev 2 in 3.

lzvedba dokaza: Na sliki 23 opazimo, da se bo v tem primeru tocka R, (glej dokaz trditve 4)
ocitno blizala daljici R, R, . Ordinato tocke R, Ze poznamo, torej je za doloCitev dotikalnega kota

treba natan¢no dolociti Se njeno absciso ter enacbo nosilke daljice R; R; .
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Na sliki 20 lahko vidimo, da je abscisa to¢ke R, enaka %—1(2)—1(3)cosgp+l(4)cos(n—2 0),karz

128 cos’ p—22 cos’ p+1
256¢0s' ¢ '

vstavljanjem ustreznih vrednosti in s poenostavitvijo zapiSemo v obliki a

Sedaj lahko zapiSemo tocko R, s koordinatami

4 2
R.(a 128cos ¢ 224cos p+1 a 3tanq§
256¢c0s ¢ 128cos™ ¢

Ce si ogledamo sliko 23, opazimo, da nosilka daljice R R., imenujmo jo premica ¢, z daljico
T R, zaradi sebipodobnosti fraktalne krivulje oklepa kot ¢, torej je njen smerni koeficient enak

k,=tang .

/

Slika 23: Povecava slike 22 (iz okvircka) z vrisanimi tistimi tockami, ki jih potrebujemo za
dokaz trditve 5.

Za tocno dolocitev enacbe premice ¢ tako potrebujemo le e njeno zaletno vrednost, n,. To

dobimo s pomocjo eksplicitne enacbe premice:
y=k,x+n,.
V to enacbo vstavimo ustrezna izraza za koordinati tocke R; in iz nje izrazimo n,

2 2
8cos ¢ l_tan¢a8cos p+3

n,=atang
! 64 cos’ 1) 64 cos’ )
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ter ga poenostavimo

tan ¢
160052(/) .

Enacba premice ¢ je potem taksna:

y=xtan¢p—a Lq;
16cos™ ¢

Da bo tocka R, leZala na premici g , mora za njene koordinate veljati y=k x+n, . Ce v to enacbo

vstavimo izraza za koordinati tocke R, , potem dobimo enacbo

4 2
3tango2 —, 128cos ¢ 224cos p+1 tan o—a tango2 '
128 cos ¢ 256¢cos ¢ 16cos™ ¢

ki jo uredimo in delimo z atanp#0 , da dobimo

128 cos4go—44 coszgo+1
256c0s' @

reSitvi sta cos¢,=w in COS(p”=M . Ker pa je kot ¢, vecji od % in tako ne lezi v

8 8

=0. Ce to enatbo redimo, dobimo 4 reditve za cosg . Nenegativni

ustreznem intervalu, je edina mozZna resitev in s tem dotikalni kot za fraktalno krivuljo »cik-cak« na

\/\/@Hl

peti stopnji enak ¢ =arccos , kar je priblizno ¢,~55,59427016° . g.e.d.

4.5. Dotikalni kot krivulje »cik-cak« Sestega nivoja

\/\/3—5+15 .

Trditev 6: Dotikalni kot krivulje »cik-cak« Sestega nivoja je enak ¢,=arccos g

Ideja dokaza: Z opazovanjem »dogajanja« v okolici tocke (v okvir¢ku na sliki 24), kjer se krivulja
stakne sama s sabo, ugotovimo, da bo do dotikanja prislo, ko bo tocka R, lezala na daljici R, A4,

(glej sliki 25 in 26). Princip dokaza je enak prejsSnjemu.
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%%i\%

2 i
| i
o Y

Slika 24: Del fraktalne krivulje Seste stopnje. Obmocje v okolici tocke, kjer pride do dotikanja, je
oznaceno z okvirckom.

Izvedba dokaza: Na fraktalni krivulji Seste stopnje poleg to¢k 7',,7T, Py, R\, R,,R;, R, , ki so iste
kakor pri prejSnjem dokazu, izberemo 3Se tocke A4,, 4, in A4; (njihova lega je lepo vidna na sliki
25).

Ce naj to¢ka R, leZi na daljici R, A4, (glej idejo dokaza), moramo najprej dolo€iti enacbo premice
nosilke te daljice, imenujmo jo s. To se najlazje stori s pomocjo dolocitve naklonskega kota
premice. Kot 2 T, R, A, je enak 7—3 ¢, zato je kot £ T R, A,=n—3¢p+p=m—2¢ . Njegov sokot
pa je tako 2¢ , zato je smerni koeficient premice s enak ksztan(Zgo) . Da to premico natanko
dolo¢imo, potrebujemo 3e njeno zacetno vrednost n_, ki jo dobimo tako, da v enatbo n.=y—k_ x

vstavimo koordinate toc¢ke R, ki so nam Ze znane od prej. Ko izraz Se poenostavimo, dobimo

16cos’ p—1

n,=atan
Y 64cos’p(1—2cos’ )

in enacbo premice s

16cos’p—1

=tan(2¢)x+atan .
4 (29) ¢64cosz¢(l—2cosz(p)
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Slika 25: Povecan del fraktalne krivulje s slike X (iz okviréka). L\epo so vidne vse tocke, ki jih
potrebujemo za dokaz trditve 6.

Da doloc¢imo kot, pri katerem pride do dotikanja, v dobljeno enacbo vstavimo koordinati tocke R, .
Dobimo enacbo

16coszgo—1
64cos’p(1—2cos’p)

128cos’ p—22cos’ p+1
256¢0s" ¢

3tang
128cos’ g

=tan(2¢)a +atang

ki jo poenostavimo v

4 2
atang 64 cos p—30cos gp+3:0 .

64cos’p(1—2cos’ )

Slika 26: Detajl sestega nivoja fraktalne kri\\/ulje "cik-cak” v bliZini mesta, kjer pride do dotikanja.
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Vemo, da atan@+#0 . Enacba, ki jo moramo resiti, je tako le enacba 64cos4(p—3Ocos2(p+3:0.

Uvedemo novo spremenljivko, cosp=t, in jo vstavimo v enacbo, da dobimo 641" =307 +3=0.

Pozitivni resitvi te enacbe sta 11:@ in £,= VV35+15

t, — s Slednja je tudi ustrezna za resitev

JV35+15
8

naSega problema. Torej je ¢,=arccos , kar je priblizno ¢,~55,29665708° . g.e.d.

4.6. Dotikalni kot krivulje »cik-cak« sedmega nivoja

Trditev 7: Dotikalni kot krivulje »cik-cak«  sedmega  nivoja je enak

OS\/6\3/1151—36¢318+6\3/36\/318+1151+66
24 '

@;=arcc

Y T

Slika 27: Del fraktalne krivulje "cik-cak" na sedmem nivoju. Obmocje v neposredni okolici mesta,
kjer pride do stikanja, se nahaja v okvircku.

Ideja dokaza: Z opazovanjem dogajanja v okolici tocke (okviréek na sliki 27, za detajl glej sliko 28),
kjer se krivulja stakne sama s sabo, ugotovimo, da bo do dotikanja prislo, ko bo tocka B, lezala na

premici nosilki daljice B, B, . Princip dokaza je enak prejSnjemu.
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Slika 28: Detajl s fraktalne krivulje Sed;nega nivoja na mesn\t, kjer p.ride do dotikanja. Oznacene so
tocke, ki so omenjene pri dokazu trditve 7.

lzvedba dokaza: Poleg tock R,, R, in A4,, ki so iste, kot so bile pri dokazu trditve 6, izberemo Se
to¢ke B,,B,,B; in A,, ki so lepo vidne na sliki 28. Z nje je razvidno, da to¢ka B, razpolavlja
daljico R, A4, .Da natanc¢no dolo¢imo to¢ko B, in s tem premico nosilko daljice B, B;, pa moramo
$e prej dolociti koordinati tocke A4, . Slednja je za /(6)cos(z—2¢) v desnoinza [(6)sin(z—2¢)

navzdol premaknjena to¢ka R, (glej sliko 28 in dokaz trditve 6). Njene koordinate so tako

2
A (a 78008 p+3 Z(6)cos(7r—2(p),atan(p7gcos p—1

—1(6)sin(7r—2
64 cos’ 17 640052¢ ( ) ( qo))

oziroma poenostavljeno

(a 512cos’ p+192cos’ p—2 cos’ p+ 1 atango256cos 9—32c0s’p— 1)

4
: 4096 cos’ ¢ 2048 cos’o

Koordinate tocke B, so zato

B (a

1024 cos’ ¢+384cos go 2cos’ p+1 atan(pSlZcos Q— 64 cos’ o— 1)
8192 cos’ 4096 cos* 0]

Podobno dobimo koordinate to¢ke B, - vzamemo totko R, in jo premaknemo za s(7)cosg v
levoin s(7)sing navzgor, to lahko zapisemo kot

128cos¢ 22cos p+1 —5(7)cosg, a 3tang

B
:(a 256¢0s" 128cos’ ¢

+5(7)cosp)
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in poenostavljeno

384 cos’p+1
16384 cos’ ¢

. 8192 cos’ p—1408 cos” p+64 cos’ p—1

B
d 16384 cos’ g

,atan

Kot 2 4,4, R, je zaradi sebipodobnosti krivulje enak ¢ (glej sliko 28). Iste velikosti pa sta tudi
kota 2 A,R; A, in £ B,R,B, . Ker pa je kot £ R, B, B, enak m—2¢ , iz tega izhaja, da sta nosilki
daljic A, R, in B, B, vzporedni, torej imata enak smerni koeficient. Vemo tudi, da je nosilka
daljice A, A, vzporedna z abscisno osjo. Iz tega sledi, da nosilka daljice B, B,, imenujmo jo r’,

seka vodoravno os pod kotom ¢ . Njen smerni koeficient je zato &, =tang .

Ce vstavimo koordinate totke B, v enatbo n.=y—k, x, dobimo zaletno vrednost enalbe

premice r':
4 2 6 4 2
n,,:atan(/)Slzcos 1 64305 1) l—atamp 1024 cos g0+384c056(p 2cos p+1 ’
4096 cos ¢ 8192cos ¢
512cos’p+1

ki se poenostaviv n,.=—atang . Enacba premice ' je potem

8192cos’ ¢

512cos4go+1

=xtan p—atan .
4 v v 8192 cos’ ¢
Da dobimo kot dotikanja ¢ , v to enacbo vstavimo koordinati tocke B,

512cos” p+1
8192 cos’ '

4 6 4 2
an 384 cos p+1 — 8192 cos” p—1408 cos p+64cos p—1

tan o —a tan
16384 cos’ ¢ 16384 cos’p v v

enacbo poenostavimo in uredimo

atan ¢

m-(zmg cos’ p—704 cos’ p+16cos’p—1)=0.

atan ¢

Ker vemo, da —
4096 cos ¢

#0, je enacba, ki jo moramo resiti, le enacba

2048 cos’p—704 cos* p+16cos’p—1=0 . Uvedemo novo spremenljivko: cosp=¢ in enatbo

prevedemo v obliko 2048¢°—704¢'+16¢°—1=0.

S pomocjo programa DERIVE sem poiskal reSitve. Edini dve realni reSitvi tega polinoma sta
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V6v1151—36V318+6136V318+1151+66
24 '

t,=%

Ker negativna resitev ne pride v postey, je edina ustrezna resitev

¢:\/6\71151—36¢318+6\736\/318+1151+66
24

COos

. Kot je tedaj enak

3 o 3 1o
¢7:arccos%mm_3”318”23%”318”15“66 , kar je priblizno ¢,~55,28633006° . g.e.d.

4.7. Dotikalni kot limitne krivulje »cik-cak«

Rezultati raCunanja dotikalnih kotov posameznih nivojev zberimo v tabeli 1.

Nivo Natacna velikost dotikalnega kota Velikost dotikalnega
kota v stopinjah
2 _r ?,=60°
2 3
3 T =60°
503:? ¥s
4 5 0,~56,01215641°
¢4=arccos(7)
5 JV89+11 ?s~55,59427016°
q)S:arccosT
6 JV35+15 9.~55,29665708°
(s=arccos ———
7 _ \631151-36V318+6336V318+1151+66 | #~35:28633006°
(,=arccos
24
n ? ?

Tabela 1: Dotikalni koti posameznih nivojev

Smisel tega racunanja je bil (poleg konkretnih izracunov za posamezni nivo) tudi poiskati vzorec,
poiskati splosni izraz za dotikalni kot nivoja n, da bi lahko poiskali dotikalni kot limitne »cik-cak«
krivulje. 1z izraCunov ne morem sklepati na sploSno formulo. Verjetno obstaja kakSna druga
metoda, na primer preko enacb spiral ali linearnih preslikav. Opazovanja pa kaZzejo, da obstaja
dotikalni kot limitne krivulje. Zato sem sklenil, da ta kot navzdol ocenim, se pravi, da pois¢em kot,

od katerega je dotikalni kot gotovo vedji.
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Ideja sklepa: Ce pogledamo sliko 28, vidimo, da sta od izraunanih to¢k tocki 4; in B 7e predli »ena
preko druge« na sedmem nivoju. Poglejmo, za koliko lahko najve¢ proti desni napreduje levi del
krivulje. Ugotovimo, da je maksimalen doseg leve krivulje enak vsoti abscise tocke A; in vseh
krakov od vklju¢no osmega dalje. Za enako razdaljo se bo tudi levi del krivulje pomaknil od tocke B:
maksimalno proti levi strani. Izra¢unal bom maksimalni odmik, ga uposteval pri abscisah tock A; ter

B, in izenacdil.

Izvedba: Maksimalni mozni odmik od tocke A; proti desni (ki je enak maksimalnemu odmiku od

tocke B; proti levi) ozna¢imo z w. IzraCunamo ga z vsoto geometrijske vrste:

1
w=l(8)+1(9)+1(10)+.=—F—+—9 4 ¢ _, -9 (14 +.)=
(8)+1(9)+1(10) (4005(0)8 (4cosgo)9 (4cos¢)10 (4cosgo)8( 4cos ¢ )
— a . 1 — a
(4cosp)’ -1 16384 cos’ ¢ (4cosp—1)
4cos @

Ko izena¢imo za w povecano absciso to¢ke A1z za w zmanj$ano absciso tocke B;, dobimo enacbo:

p 5120056(p+192cos4go—2coszq)+1 =g 8192cos6(p—1408cos4q)+64coszgo—1 o
4096cos” ¢ 16384 cos’p

oziroma

, 32768 cos"p—8192 cos’ p—5632cos’ p+1408 cos’ p+256 cos’ p—64 cos’ p—4cos’p+cosp—1 _
16384 cos’ p(4cosp—1)
—, 8192 cosg¢—20480057¢+3072 cos’ p—768 coss¢—32cos4¢)+8 cos3go+ 16coszgo—4 cosp+1
16384 cos’ ¢ (4cosp—1)

Enacbo poenostavimo in dobimo:

, 24576 cos’ p—6144 cos’ p—8704 cos’ p+2176 cos’ p+288 cos' p—T72 cos’ p—20 cos’ p+5¢cos p—2 _

- 0
16384 cos’ p(4cosp—1)

24576 cos’ p—6144 cos’ p—8704 cos’ p+2176 cos’ p+288 cos”* p—72 cos’ 9—20 cos’ p+5 cos p—2=0
Uvedemo novo neznanko cos@=t:
2457615— 61441 —87041°+2176°+288 =72 —20£*+5t—2=0.

Program DERIVE ni uspel poiskati natancne reSitve. Numeriéna metoda (vgrajena v program

DERIVE 6) je dala rezultat t=0,5745786288.
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Iz enakosti cosp~0,5745786288 dobimo ¢~54,92987134°. Sklepamo torej, da dotikalni kot
limitne krivulje »cik-cak« ni manjsi od kota ¢~54,92987134° .

5. ZAKLJUCKI

V nalogi sem si zastavil dva cilja, in sicer dokazati, da obstaja neskonc¢no fraktalnih krivulj, ki imajo
fraktalno dimenzijo sebipodobnosti enako racionalnemu Stevilu ter izracunati dotikalne kote
fraktalne krivulje »cik-cak«. Prvi cilj sem v celoti dosegel, saj sem dokazal, da obstaja neskonc¢no

fraktalnih krivulj, ki imajo fraktalno dimenzijo sebipodobnosti enako racionalnemu Stevilu.

Izracunal sem dotikalne kote pri prvih sedmih nivojih fraktalne krivulje »cik-cak« in ocenil dotikalni
kot limitne krivulje. NereSen ostaja problem, kako izracunati dotikalni kot limitne krivulje »cik-cak«.

To ostaja izziv za nadaljevanje naloge.

Pomislil sem tudi na moZne uporabe obravnavane tematike. Krivulja »cik-cak« spominja na
¢lenjeno obalo. Dotikalni kot lahko vzamemo za situacijo, ko iz »zaliva« nastane »jezero« (primer
na sliki 29). Ugotovil sem, da pri dovolj majhnem kotu (dotikalni kot limitne krivulje) ne bo nikoli
prislo do »zapore ozZine«. V bistvu lahko gledamo na to tudi z vidika, da zelo majhna sprememba (v

velikosti kota) povzroci kasneje veliko spremembo.

ATVA

Slika 29: Fraktalna krivulja "cik-cak" z "jezerci” (pobarvana polja).
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7. PRILOGE
Priloga 1: Fraktalna krivulja »cik-cak« na ¢etrtem nivoju

¢=50°

¢=53°
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¢=55,6°

Gornje slike so narisane za laZje razumevanje ideje dokaza trditve 4.
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