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POVZETEK

Med zapuscino slavnih starogrskih matematikov sodijo tudi trije znameniti
geometrijski problemi: tretjinjenje kota (razdeliti kot na tri skladne kote),
podvojitev kocke (konstruirati osnovni rob kocke, ki ima dvakrat vecjo
prostornino kot dana kocka) in kvadratura kroga (konstruirati stranico kvadrata,
ki je ploscinsko enak danemu krogu). Dokazano je, da ti problemi samo z
ravnilom in s Sestilom niso redljivi. Starogrski matematiki so jih reSili na
originalen nacin. V nalogi preiskujemo te tri probleme in jih reSimo s pomocdjo

racunalniSkega programa za dinami¢no geometrijo.

THE ABSTRACT

The legacy that the famous ancient Greek mathematicians have left to us includes
also the three well-known geometry problems; the Angle Trisection ( dividing an
angle into three congruent angles), the Duplication of Cube ( constructing the
base edge of the cube of the volume twice as big as the cube given ) and the
Squaring the Circle (constructing the line of the square equal in square dimension
to the circle given).

It has been proved that the above problems cannot be solved only by the means of
a ruler or a pair of compasses. The mathematicians of the Ancient World solved
them in an original way.

This work is concerned with these three problems, the solution of which has been

reached using a computer programme for Dynamic Geometry.
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1 UVOD

Starogrski matematiki so se ukvarjali z razli¢nimi problemi. Njihovo glavno podrodje
raziskovanja je bila geometrija. Zelo dobro so poznali in obdelali stoZnice, to je elipso,
hiperbolo in parabolo. Znali so Ze izrac¢unati plos¢ino parabolnega odseka. Obravnavali
so ravninsko geometrijo. Evklid je v svojih Elementih povzel vse dotedanje znanje iz
ravninske geometrije, Se ve¢, postavil je teoreticni okvir podajanja matemati¢ne
teorije (definicija, aksiom, izrek, dokaz). Ta sistem je seveda v veljavi Se danes. Pri
reSevanju problemov so uporabljali klasi¢ni orodji: neoznaceno ravnilo in Sestilo. Toda
pri nekaterih problemih so naleteli na tezave: niso jih znali resiti samo s pomocjo teh
dveh pripomockov. Geometriji so posvetili zares veliko ¢asa in pri tem premogli tudi
veliko potrpljenja. Med problemi, ki so si jih zastavili, so najbolj znani trije, ki se jih je
prijelo ime klasicni geometrijski problemi antike. To so tretjinjenje ali trisekcija kota,

podvojitev kocke in kvadratura kroga.

Tretjinjenje ali trisekcija kota je problem, kako samo z neoznacenim ravnilom in s

Sestilom razdeliti dani kot na tri enake dele.

Podvojitev kocke je naloga, kako konstruirati kocko, ki ima dvakrat vedjo

prostornino kot dana kocka.

Kvadratura kroga, po najinem mnenju najtrsSi problem (v smislu konstrukcije), je

problem, kako k danemu krogu konstruirati plosc¢insko enak kvadrat.

Ob reSevanju teh nalog so Ze stari Grki odkrili veliko novih krivulj, ki niso bile le
stoznice. Tudi kasnejSe raziskovanje teh problemov je pripeljalo do odkritij krivulj, ki
reSujejo opisane probleme. Zagnani matematiki tudi Se danes odkrivajo nove nacine.
Tako je na primer Den Russel 12. septembra 1998 objavil na internetu (Russel, 1998)
nov nadin tretjinjenja kota s pomogjo trikotniku oértane kroznice. Sele v 19. stoletju so
evropski matematiki dokazali, da noben izmed teh treh problemov ni resljiv samo z

neoznacenim ravnilom in Sestilom. Pavli¢ sicer piSe: »Da je ta problem (gre za
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kvadraturo kroga, op.a.) neresljiv, je vedel ze Arhimed« (Pavli¢, 1998, str. 73).
Dvomiva, da je imel Arhimed korekten dokaz za to trditev. Dokaz, da ti trije
problemi niso resljivi samo z neoznacenim ravnilom in Sestilom, je narejen v knjigi
Vidav I.: Reseni in nereseni problemi matematike. Tu navajava le trditev, ki jo avtor

dokaZe in ki je pomemben korak pri celotnem dokazu.

(1) Trditev: »Tocko T moremo v koordinatnem sistemu konstruirati z ravnilom in
Sestilom kvecjemu tedaj, ce se dasta njeni koordinati x in y, izhajajoc iz Stevila 1,
izracunati z naslednjimi racunskimi operacijami:

s seStevanjem, odsStevanjem, mnoZenjem, deljenjem in kvadratnim

korenom« (Vidav, 1972, str. 91).

Kaj je potrebno pri posameznem problemu Se dokazati, bova na kratko opisala pri

vsakem problemu posebej. Sama pa podrobnosti teh dokazov (Se) ne razumeva.

V raziskovalni nalogi sva se omejila le na tiste (niti ne na vse) nacine, ki so jih odkrili
ze stari Grki. Morda je izjema le tretjinjenje kota s pomocjo krivulje, ki se imenuje
Pascalov polz. Sama ideja pa je v bistvu Nikomedova. Pri reSevanju sva si pomagala
z racunalniskim programom za dinamicno geometrijo. Obcudujeva starogrske
matematike, ki so imeli veliko znanja in potrpljenja, da so z »risanjem v pesek« prisli
do tako velikih odkritij in resili te probleme brez ravnila in Sestila. Dobesedni prevod

naslova najine naloge v grséini

Et v duvapknv yewpetotav ot "EAANveS dpxaiot éylyvwokov ...

je Ko bi stari Grki poznali dinamicno geometrijo ...

Prav res, kaj bi bilo, ko bi stari Grki poznali (ali imeli) racunalniSske programe za

dinamicno geometrijo ...
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2 CILJ NALOGE IN METODE DELA

2.1 Cilj naloge

Cilj naloge je resiti tri starogrske geometrijske probleme s pomocjo racunalniskega
programa za dinamicno geometrijo:
- tretjinjenje kota (poljuben kot razdeliti na tri enake kote);
- podvojitev kocke (konstruirati kocko, ki ima dvakrat vecjo prostornino kot
dana kocka in

- kvadraturo kroga (k danemu krogu konstruirati plosc¢insko enak kvadrat).

Hipoteza: S pomo¢jo racunalniSkega programa za dinamiéno geometrijo lahko
reSimo tri starogrSke probleme: tretjinjenje kota, podvojitev kocke in kvadraturo

kroga.

2.2 Metode dela

Pri izdelavi raziskovalne naloge sva uporabila dve metodi, in sicer
- Studjij po literaturi in drugih virih ter
- preiskovanje s pomodjo racunalniSkega programa za dinamicno

geometrijo.

Na voljo je ve¢ racunalniskih programov za dinamic¢no geometrijo. Najprej naj
omeniva, da lahko s pomodjo Ze pripravljenih podprogramov (modulov, »apletov«)
lahko sami ustvarimo dinamicno geometrijo. To nam omogoca na primer skupina
pripravljenih modulov The Geometry Applet, ki je dosegljiva na internetnem naslovu:

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/Geometry/Geometry.html.



http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/Geometry/Geometry.html
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Veliko lazje pa je uporabljati Ze pripravljene programe za delo z dinamicno
geometrijo. Med njimi so najbolj znani The Geometer’s Sketcpad, Cabri ter Ravnilo in
sestilo. Slednji je prosto dostopen in poslovenjen. V nalogi sva uporabljala prav ta
program, ki ga imenujemo s kratico R.i.S. Program se v originalu imenuje Z.u.L

(Zirkel und Lineal). Nahaja se na internetnem naslovu http://ris.gimptuj.si/ ali na

http://www.gimptuj.net/mobid/car/doc_slo/index.html, od koder si ga lahko prosto

prenesemo na svoj racunalnik. Za razumevanje naloge je potrebno poznavanje dela s
programom R.i.S. Program omogoca, da gibljiva/-e tocka/-e pusca/-jo sled (sledenje)
in da narisano sled vklju¢imo v sliko (izbira: Ukazi/Prevzem sledi geometrijske lege
tock). (Tako lahko na primer poiS¢emo presecisce narisane sledi s poljubno premico

ali kroznico.)

Krivulje, podane z enac¢bami, sva risala s programom DERIVE 6.


http://ris.gimptuj.si/
http://www.gimptuj.net/mobid/car/doc_slo/index.html
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3 TRETJINJENJE KOTA

3.1 Zgodovinski uvod

Znano je, da so se s problemom tretjinjenja kota med grskimi matematiki ukvarjali
Hipokrat (470410 pr. Kr.), Hippia (okrog 420), Arhimed (287-212 pr. Kr.) in
Nikomedes (280-210 pr. Kr.), kasneje pa tudi Descartes, Huygens in Fermat. Dokaz,
da ta problem ni reSljiv samo z neoznacenim ravnilom in s Sestilom, je v knjigi
avtorja I. Vidava (str. 97-101). Kot zanimivost naj poveva bistveni del dokaza.
Dokazano je, da kota 20° ni mogoce konstruirati samo z ravnilom in s Sestilom.
Glavni del dokaza pa je utemeljen s tem, da se reSitve enacbe, ki opisuje ta problem,
ne da zapisati s samimi kvadratnimi koreni (uporabljena je trditev (1)). Od tod

seveda sklepamo, da problem trisekcije kota ni resljiv samo z ravnilom in s Sestilom.

3.2 Definicija problema

Dan je poljubni kot & . S pomodjo programa za dinami¢no geometrijo R.i.S. razdelite

kot a na tri skladne kote.

3.3 Iskanje ideje za resSitev problema tretjinjenja kota

(2) Definicija: Krivulja, s pomocjo katere raztretjinimo dani kot, je trisektrisa.

Dan je kot a=/ZEAB (slika 1). Ozna¢imo s p premico skozi tocki A in E ter s
Spremico skozi tocki B in D. Premica sje vzporedna premici p. Daljice AB, BC in
CD so skladne, tocke A, C in D pa lezijo na isti premici. Iz tega sledi, da sta
trikotnika AABC in ABCD enakokraka. S ¢ oznacimo kot ZCAE. Ker imata kota ¢
in ZBDC vzporedne krake, je ZBDC =g, in ker je trikotnik ABCD enakokrak, je tudi

kot ZDBC =¢. Kot Z/BCA ima torej velikost 2¢, saj je enak vsoti notranjih

10
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neprileznih kotov trikotnika ABCD. Ker je trikotnik AABC prav tako enakokrak, je

ZCAB =29, iz Cesar sledi, daje ¢ = %.

(24

A \ p E
2

Slika 1: Skica tretjinjenja kota (koncna situacija)

Ce imamo dan kot a, lahko izberemo toc¢ko B in konstruiramo premico s, ki je
vzporedna premici P, ki poteka skozi tocki A in E. Potem nariSemo kroZnico s
srediS¢em v tocki B in polmerom AB. Problem, ki se pojavi, je: kako narisati premico
AC, da bo DC=BC in hkrati enako dolzini AB. S Sestilom in ravnilom tega ni
mogoce narediti, zato nam tukaj lepo pomaga ustrezen program za dinamicno

geometrijo.

Slika 2: Kroznici sta enako veliki, tocka D drsi po premici

11
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Poleg obstojece kroZnice s srediS¢em B in polmerom AB nariSemo kroZnico s
srediS¢em D in polmerom DG =AB=BC=I. Ko s pomodjo dinami¢ne geometrije
premaknemo to¢ko D in z njo kroZnico s polmerom DG tako, da se tocki C in G
pokrivata, je kot ZCAE ravno enak tretjini kota « . Potrebno je poudariti Se, da se pri

tem razdalje AB, BC in DG ne spreminjajo.

3.4 PrvareSitevs pomocjo dinamicne geometrije
Programi dinami¢ne geometrije (kot na primer R.i.S.) omogocajo, da drseca tocka
pusca za seboj sled. Kasneje z ustreznim ukazom to sled vklju¢imo v Ze izdelano

sliko in z njo delamo enako kot z Ze narisanimi objekti (iS¢emo presecisca ...).

Slika 3: Tocki G in F puscata za seboj sled

Oznacimo z F tocko, ki je Se neoznaceno preseciSce premice skozi tocke A, G in D

ter kroZnice s srediS¢em D in polmerom DG. Pri premikanju tocke D po premici s
nam sledi tock F in G zariSeta dve veji neke krivulje. Z ustreznim ukazom

vklju¢imo sled v konstrukcijo ter poiSéemo presecis¢e med kroznico s sredis¢em v B

12



Ei v duvapuny yewpetoiav ot "EAAN Ve doxaiol €Yityvwokov ...

in spodnjo vejo dobljene krivulje. Potegnemo poltrak z vrhom v tocki A skozi

dobljeno presecisce in dani kot je raztretinjen.

3.5 Izpeljava enacbe prve krivulje, ki resi problem tretjinjenja kota

Tocka C lezi na presecis¢u kroznice s srediS¢em B in polmerom AB ter narisane
krivulje. Naj bo srediS¢e koordinatnega sistema v tocki A(0,0). Tocka C opisuje
krivuljo, zato naj ima koordinati C(x,y). Dolzina daljice AB naj bo I, razdalja med
premicama p in S najbo a, razdalja med tockama A in C pa naj bo r. Oznacimo s
H pravokotno projekcijo tocke C na premico p in z | pravokotno projekcijo tocke

D na premico p.

Slika 4: K izpeljavi enacbe trisektrise

Trikotnika AAHC in AAID sta tako podobna, zato velja:

|AC| |AD|

HC| |ID]

Dolzina | AC| je Ze oznacena z r, dolzina |HC | je enaka ordinati tocke C, dolzina
|ID| je enaka razdalji a med premicama p in s, dolZina |AD]| pa je enaka vsoti

razdalj r in |.

13
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Ko oznake zamenjamo, dobimo enacbo

rr+l
y a
iy v .. ) . " ) ly
Ko kriZno pomnozimo in izrazimo r iz enacbe, dobimo r = ——.
a-y

Upostevamo 3e, daje r=+/x° +y?, in enacbo kvadriramo. Dobimo

|22

__ Uy
(a-y)?

2 2

X" +Yy

Ko odpravimo ulomek in uredimo, je pred nami kon¢na enacba iskane krivulje:
(y—a) (X" +y)-I"y* =0. (1)

V literaturi je to enacba krivulje, ki se imenuje Nikomedova konhoida. Z zgornjo

izpeljavo smo tudi dokazali, da je Nikomedova konhoida trisektrisa.

Opomba: Tako izpeljemo enacbo konhoide, ¢e izhajamo iz tocke C. Ce izhajamo iz
tocke F, oznadimo njeno pravokotno projekcijo na premico p z J in vzamemo za

rrazdaljo |AF|. Ko primerjamo podobna trikotnika AAID in AAJF, dobimo

oror= L y : :
razmerje —=——, ki pa nas prav tako vodi v isto enacbo Nikomedove konhoide.
a

3.6 Povzetek tretjinjenja kota s pomocjo Nikomedove konhoide

Vzemimo torej poljubni ostri kot «, ki ima vrh v tocki A(0,0), prvi krak pa lezi na
premici p skozi tocki A in E. Kako razdelimo kota na tri enake dele? Na drugem
kraku kota o izberemo toc¢ko B in skoznjo nariSemo vzporednico S premici p.

Potem nariSemo kroZnico s srediS¢em B in polmerom AB. Na premici s si izberemo

poljubno tocko D in nariSemo kroznico s srediS¢em v tocki Din polmerom AB.

14
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Skozi tocki A in D nariSemo premico t in oznacimo njeni presecisci s kroznico s
premikanju tocke D izriSeta Nikomedovo konhoido. PreseciSce spodnje veje Nikomedove
konhoide s kroznico s srediS¢em B je tocka C. Kot ZCAE je po dokazu z zacetka

poglavja enak tretjini prvotnega kota «.

Slika 5: Tretjinjenje s pomocjo Nikomedove konhoide

15
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3.7 Nikomedova konhoida

Raziskujmo oblike Nikomedove konhoide. S programom DERIVE nariSemo nekaj

tipi¢nih primerov glede na parametra a in d. Enacba Nikomedove konhoide je

(y—a)’(x*+y*)—1?y*=0.

Slika 6: Nimomedova konhoida pri razliénih vrednostih parametrov a in |

Pri a=Ilima krivulja ost v izhodiScu, sestavljata jo dve veji, ki imata skupno
asimptoto.

Pri a>| ima Nikomedova konhoida dve pozitivni veji, ki imata skupno asimptoto.

Pri a<| ima Nikomedova konhoida prav tako dve veji, ki imata skupno asimptoto.
Spodnja veja opiSe pri izhodiS¢u pentljo. Pri reSevanju problema tretjinjenja kota

dobimo vedno a<|.

16



Ei v duvapknv yewpetolav ot "EAANveS apxaiot £yltyvwokov ...

Slika 7: Mehanska naprava za risanje Nikomedove konhoide (Curve Drawers)

(Vir: http://www.museo.unimo.it/labmat/nicomin.htm)

Kako so si nekdaj pomagali pri risanju Nikomedove konhoide, prikazuje slika 7, danes

pa lahko z ra¢unalniskim programom naredimo tudi umetniski izdelek (slika 8).

Slika 8: Nikomedova konhoida kot likovni izdelek
(Vir: http://mathworld.wolfram.com/ConchoidofNicomedes.html)

17
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3.8 Druga reSitev s pomocjo dinamicne geometrije

Oglejmo si ponovno sliko 2. Dani kot bo raztretjinjen takrat, ko se tocki C in G zlijeta
v skupno tocko. Prej smo postopali tako, da smo z dinamicno geometrijo premikali
tocko D po premici s. Lahko pa naredimo tudi drugace (slika 9). Na kroznici s
srediS¢em v tocki B izberimo poljubno tocko C in jo premikajmo vzdolZ kroZnice.
Premico skozi tocki A in C oznac¢imo s t. Naj bo F presecisce premic t in s. Kot bo

raztretjinjen takrat, ko bo |CF| = |CB|.

Slika 9: Iskanje ideje za drug nacin tretjinjenja kota

Tu dobimo idejo, kako bomo, spet s pomodjo sledi, resili problem. NariSemo kroznico
s polmerom |AB| in sredis¢em v tocki C (tocka C je poljubna tocka na kroznici s
srediS¢em v tocki B) ter premico t skozi Ain C. Kroznica s srediS¢em v C seka
premico t v tockah Ein D (slika 9). NariSimo sled tocke D, medtem ko tocka C drsi
po kroznici s sredis¢éem v B. Z ustreznim ukazom vkljué¢imo sled v konstrukcijo,
poiséemo presecisce D' sledi s premico S, nariSemo krak AD' in naloga je koncana.

Rezultat prikazuje slika 10.

18
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Slika 10: Tretjinjenje na drug nacin

3.9 Povzetek tretjinjenja kota s pomocjo druge trisektrise

NariSemo dani kot z vrthom v tocki Ain krakoma pin v ter vzporednico s h kraku
pna primerni razdalji. Premica sseka krak v v tocki B. Konstruiramo kroZnico s
srediS¢em v tocki B in polmerom | AB|. Na kroznici si izberemo tocko Cin nariSemo
poltrak tskozi Ain C ter kroZnico s srediSéem v tocki Cin polmerom | AB|. Poltrak

t seka kroznico s sredis¢em C v tockah D in E. Z ustreznim ukazom nariSemo sled
tocke D (lahko hkrati tudi E), ko tocka Cdrsi vzdolz kroznice s sredisCem B.
Privzamemo sled v sliko in poiScemo preseciSce D'sledi s premico s. Poltrak AD'

odreZe od danega kota natanko tretjino.

3.10 Izpeljava enacbe druge trisektrise
Izpeljimo enacbo sledi, to je krivulje, ki smo jo dobili v prejsSnjem razdelku. Za lazjo

izpeljavo postavimo koordinatni sistem tako, da bo pol v tocki A, tocka S, ki je

srediSce kroga s polmerom |AS|, pa naj leZi na x osi (slika 11). Dolzino |AS| oznadimo
z r. Ena krak polarnega kota ¢ naj bo poltrak AS, drugi krak pa naj seka kroznico v
tocki N. Da enacbo posploSimo na vse podobne krivulje, naj bodo tocke od N

oddaljene za d.
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Q

Slika 11: K izpeljavi enacbe Pascalovega polza

Najprej zapisimo enacbo kroga v polarnih koordinatah ¢=ZSAN, r je polmer
danega kroga, p je polarni radij:

pP=2r CoSo.
Nasa krivulja je mnozica tock Q, in Q,, ki sta na polarnem radiju od N oddaljeni za
razdaljo d . Zato lahko to mnozico tock zapiSemo kot

p,=2r cosp+d  p,=2r cosep—d.

Predznak pred d pa lahko vkljuc¢imo v kot ¢, ki ga po potrebi povecamo za 7.

Tako je splosna enacba v polarnih koordinatah
p=2r cosp+d. (2)

Za pretvorbo v pravokotne koordinate uporabimo enacbi

COSgo:i in p=x>+y”>.
P
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Najprej dobimo enacbo

X*+y° —or—— X 44,

ki jo z odpravo korenov in ulomkov preoblikujemo v
(X* +y?=2rx)* —d?(x* + y?) =0. 3)
To je enacba krivulje, poimenovane Pascalov polz.

Se kot zanimivost; ¢e je d =2r, dobi Pascalov polZ zanimivo obliko, ki jo imenujemo

kardioida ali srénica (slika 12). Zakaj je dobila tako ime, ni tezko ugotoviti.

D

Slika 12: Kardioida (srénica)
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3.11 Pascalov polz
Enacba Pascalovega polzaje (x*+y?—2rx)’—d?(x*+y?)=0.S programom DERIVE

nariSimo nekaj primerov pri razli¢nih vrednosti parametrov r in d (glej sliko 13).

Slika 13: Pascalov polz pri razlicnih vrednostih parametrih v in d

Iz povedanega sledi, da je Pascalov polz trisektrisa.

Pascalov polZz uporabimo sedaj nekoliko drugace za reSitev istega problema. Z
dinamicno geometrijo ga nariSimo tako, da lahko spreminjamo dolzini r in d (glej
sliko 14). Sredis¢e kroznice nosilke polZza, ozna¢imo z S. Na zunanjem delu

Pascalovega polza izberimo tocko Q. Dani kot anariS$imo z vrhom v toc¢ki S, en
krak naj bo SO, drugi pa SQ. NariSimo premico nosilko daljice SQ. Le-ta drugic
seka zunanji del polza v tocki R. Povezimo tocki Rin O. Kot Z0OSQ imenujmo
srediS¢ni kot, kot ZORQ pa obodni kot nad polzjim lokom OQ v polpolzu.
(Opomba: Skupni krak RQ mora vedno vsebovati srediSce S kroznice nosilke polza.

Premica skozi tocki Rin Q razdeli zunanji del Pascalovega polza na dva dela, ki ju
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poimenujmo polpolz.) Z dinamicno geometrijo opazujemo velikosti teh dveh kotov
pri razli¢nih razmerjih r in d. Opazimo, da je v primeru r=d obodni kot enak eni

tretjini srediS¢nega (obakrat polzjega) kota v polpolzu. Ideja, ki potrebuje dokaz!

23"

Slika 14: Pascalov polz Se enkrat kot trisektrisa

(3) Trditev: Obodni kot nad polzjim lokom je enak tretjini srediS¢nega kota nad

istim polzjim lokom v polpolzu.

Dokaz: Najprej oznac¢imo s P preseciSce daljice RO s kroZnico — nosilko polza (slika
14). Ker smo izbrali takega polZza, pri katerem je d =r, sta trikotnika AOPS ter ARSP
enakokraka. Oznacimo kot ZORS = ¢. Potem je tudi ZPSR =¢. Zunanji kot ZOPS je
enak vsoti obeh notranjih neprileznih kotov, zato je ZOPS =2¢. Ker je trikotnik

AOPS enakokraki, je tudi kot ZSOP =2¢. Tako je potem o = Z0SQ = ¢+ 2¢ =3¢, kar

pomeni, daje ¢ = %. g.ed.

Opomba: Razlika med tem in prejSnjim nacinom je ta, da smo v prvem primeru
konstruirali najprej kot in potem polza, v tem primeru pa konstruiramo najprej polza
z lastnostjo d =r, ki potem tretjini (skoraj) vsak kot. Omejitve so mejne lege, saj z

dinamicno geometrijo zaradi omejitve programa vseh primerov ne moremo narisati.
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4 PODVOJITEV KOCKE

41 Zgodovinski uvod

Problem podvojitve kocke je znan tudi kot deloski problem (tudi delski problem), ker
izvira z otoka Delos v Egejskem morju. Ta problem je najslovitejsi izmed
obravnavanih. Po legendi naj bi prebivalce tega otoka nekoc¢ zajela strasna epidemija
kuge, ki se ni hotela koncati. Zato so poslali nekaj ljudi po nasvet v slavno prerocisce
Delfe. Svecenica Pitija, ki je v omami izrekala prerokbe, je svetovala, naj prebivalci
otoka naredijo v cast boga Apolona nov kamnit kockast oltar z dvakrat vecjo
prostornino od starega oltarja, ki je imel prav tako obliko kocke. Na ta nacin bi
pomirili bogove in kuga bi se koncala.

S tem problemom se je ukvarjal Diokles (okrog 240-okrog 180 pr. Kr.) in odkril naéin
do resitve, seveda brez ravnila in Sestila. Dokaz, da se tega ne da storiti samo z
ravnilom in Sestilom, je v knjigi I. Vidava (Vidav, 1972, str. 92 - 97). Ker je nov rob
kocke za faktor /2 vedji od roba prvotne kocke (glej 4.3), je glavni del dokaza v tem,
da se ne da konstruirati daljice z dolzino 3/2 . Glede na trditev (1) paje izpeljano, da
se tevila ¥/2ne da dobiti iz Stevila 1 s seStevanjem, odsStevanjem, mnoZenjem,

deljenjem in kvadratnim korenom.

4.2 Definicija problema

Dana ja kocka z osnovnim robom b. S pomodjo programa za dinami¢no geometrijo
R.i.S. konstruirajte osnovni rob kocke z dvakrat ve¢jo prostornino.
4.3 Iskanje ideje za resSitev problema podvojitve kocke

Kocka z robom bima prostornino enako V =b®, kocka s podvojeno prostornino pa

V; =2V . Osnovni rob kocke s podvojeno prostornino naj bo b,. Od tu dobimo zvezo

b =2b® oziroma b, =%/2b.
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Problem podvojitve kocke je torej problem, kako konstruirati daljico dolzine

b, =%/2b, &e je dana daljica z dolZino b.

CE
P
2b
Q
3/2b
R
S =]
0 b A

Slika 15: Konéna situacija pri podvojitvi kocke

Naj bo stranica dane kocke enaka b in b=2a (Opomba: Nekatere enacbe v
nadaljevanju bodo imele nekoliko »lepSo« obliko, ¢e jih bomo zapisali s parametrom
a.) Vzemimo pravokotna trikotnika AOAP ter AOAC s skupno kateto OA=b=2a
(slika 15). Dolzina daljice AP naj bo b3/2 =2a%/2, dolzina daljice OC pa 4a. Ce
vzamemo srediSce koordinatnega sistema v tocki O, so koordinate omenjenih tock

enake

0(0,0), A(2a,0), C(0,4a), P(2a,2a%/2) oziroma

0(0,0), A(b,0), C(0,2b), P(b,%/2b).
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Nad premerom OA nariSimo kroznico K. Enacba te kroZnice je (x—a)° +y*=a’, kijo

poenostavimo v

K: x*—2ax+y*=0. (4)

Naj bo tocka Q presecisce daljic OP in AC, tocka R pa presecisce kroznice K z
daljico OP. Z dinamicno geometrijo ugotovimo, da je v primeru, ko je |OC |=2b tudi

|OQ |=| PR|. Dokazimo to v splosnem!

(4) Trditev: Daljici OQ in PRsta enako dolgi, |OQ| = | PR].
Dokaz: Ker leZijo to¢ke O,P,Q,Rna isti premici, je dovolj, da poznamo njihove

abscise. Premica skozi tocki O in P ima enacbo
y= 3/2x ,

premica skozi tocki A in C pa enacbo

y =—-2x+4a.

Absciso tocke Rizracunamo tako, da enacbo premice kvadriramo in jo vstavimo v

enacbo kroznice K. Tako dobimo
x? —2ax+3/4x? =0.

Prva resitev te enacbe je x=0 (abscisa tocke O), drugo pa dobimo, ko enacbo

delimoz X, X#0 in izrazimo Xter ga oznacimo z X; (abscisa tocke R)

. = 2a
S
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Izracunamo Se absciso tocke Q, ki je presecisée premic y=%2x in y=-2x+4a

Dobimo

“ = 4a
C 32427

Da bi dokazali, da je |OQ || PR|, je dovolj primerjati zgolj razlike med abscisama
tock O in Q ter med abscisama to¢k P in R, saj tocke leZijo na isti premici.

Naj bo X, abscisa tocke X,. Izracunamo razliki

X, — X —i in
e e i/§+2

2a _ZaB{/Z_ 4a
1+¥4 1434 Y242

Xp —Xg =2a—

g.ed.

4.4 Ideja za reSitev problema podvojitve kocke

Iz dokazanega sledi, da je klju¢ do resitve tocka Q. Ce bi jo znali konstruirati
drugace in ne kot preseciS¢e daljic OP in AC, bi bil problem reSen. Pravkar
dokazana trditev nam da idejo, kako pridemo do tocke Q. Ker je |OQ| = |PR| v
kon¢nem primeru (pri resitvi), vzamemo to lastnost kot dolocilno lastnost mnozice
tock, ki jo dobimo, ko toc¢ka P drsi vzdolz pravokotnice na OA v tocki A (oznacimo jo
s p). Programi dinamicne geometrije nam to omogocajo. Iz tocke O potegnimo
poltrak, ki seka kroznico K v tocki Rin premico p v tocki T. Razdaljo |TR|
odmerimo iz tocke O in dobimo tocko Q' (|OQ'| = |TR|). Ko tocka T drsi vzdolz
premice p, opiSe tocka Q' mmnoZico, ki jo oznacimo z D. Rezultat je prikazan na sliki

16.
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e

Slika 16: Krivulja, ki podvaja kocko

4.5 Povzetek reSitve problema podvojitve kocke z uporabo programa
dinamicne geometrije

Dana je kocka z osnovnim robom b. NariSemo daljico OA z dolZzino b in

pravokotnico pna OAv tocki A NariSemo kroznico K s premerom OA. Na premici
p izberemo tocko T in povezemo tocko T s tocko O. Daljica OT seka kroznico K v

tocki R. Dolzino daljice RT odmerimo iz to¢ke O, tako da na daljici OT dobimo

tocko Q'. S sledenjem nariSemo mnozico vseh taksnih tock Q', ko tocka T drsi vzdolz
premice p. To mnozico tock (krivuljo) oznac¢imo z D. V tocki O nariSemo
pravokotnico na daljico OAin na njej odmerimo daljico OC z dolzino 2b. Presecisce

daljice AC s krivuljo D oznacimo s Q. NariSemo poltrak OQ, ki seka premico pv

tocki P. Dolzina daljice AP je dolga 3/2b, kar je resSitev problema podvojitve kocke.
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4.6 Izpeljava enacbe krivulje, ki podvaja kocko

Naslednji korak je izpeljava enacbe krivulje, ki nam pomaga konstruirati razdaljo

2a3/2.

Slika 17: K izpeljavi enacbe Dioklove cisoide

Za izhodiS¢e koordinatnega sistema vzemimo tocko O (slika 17). Po definiciji
krivulje D velja |OQ'| = |RT | ter | OA| =b=2a. Najprej bomo izpeljali enacbo krivulje
D (to je krivuljo, ki jo opiSe tocka Q') v polarnih koordinatah. Pol polarnega

koordinatnega sistema naj bo tocka O, kot ¢ pa kot ¢ = ZAOT. Glede na sliko 17 je

r=[0Q7 =0T |-|OR]. ()

oziroma

Trikotnik AOAT je pravokoten, zato je cos¢ = lé_?_

joT | =22
cos ¢

Prav tako je pravokoten trikotnik AOAR (kot ZORA je kot v polkrogu in zato pravi

kot). Zato je cos¢p = l(;Rl oziroma |OR | =2acose.
a
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5 : . : 2a : :
Ce te izraze vstavimo v enacbo (5), dobimo r = ———-2acos¢ in naprej
coS o

‘e 2asin’ ¢
cos g

(6)

kar je polarna enacba krivulje D. V literaturi je to enacba krivulje, ki se imenuje

cisoida, natancneje Dioklova cisoida.

Ce enacbo v polarnih koordinatah pretvorimo v enacbo v karteziénem koordinatnem

sistemu, dobimo

Pri tem smo uporabili zveze med kartezi¢nimi in polarnimi koordinatami:

X=rcosep, y=rsing, r=4x"+y? tgq)zl,
X

4.7 Dioklova cisoida resi problem podvojitve kocke

V prejsnjih razdelkih smo na geometrijski nacin resili problem podvojitve kocke. Pri

tem smo odkrili krivuljo z enacbo (6) oziroma (7), to je Dioklovo cisoido. Dokazimo

sedaj Se obratno. Vzemimo Dioklovo cisoido

2asin’ep . , X
r=——— oziroma Y =
cos ¢ 2a—X

in pokazimo, da je to krivulja, ki reSi problem podvojitve kocke.
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Dioklove cisoide in daljice AC. Pokazati zelimo, da je dolzina daljice | AP|= 2ad/2.

Enacba premice skozi tocki O in P je y=Kx, pri ¢emer moramo Kk Se izracunati.

Najprej kizrazimo iz enacbe premice skozi tocki O in P, torej

_y
k== 8)

Ce preoblikujemo enacbo Dioklove cisoide y? =

, dobimo
X

y_ Y
x*  2a-x
y3
Pri tem lahko = zamenjamo s k® in dobimo
X
k3 — y
2a—-x
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Ce izrazimo vy, je pred nami enacba premice:
y =—k>x+2ak®. 9)

O¢itno gre ta premica skozi tocki s koordinatami A(2a, 0) ter C(0, 2ak®). Glede na
definicijo pa lezi na njej tudi tocka Q. S primerno izbiro ordinate tocke Clahko
dolo¢imo ordinato tocke P tako, da bo | AP| = 2a%/2. Zaradi (8) mora biti k=3/2. Iz

(9) dobimo ordinato tocke C

y=2a(}/2)° =4a.

Lahko recemo tudi takole. Ce upostevamo, da je |OC |=4a in vstavimo v enacbo
premice y =-k®x+2ak®za ordinato toc¢ke y=4a (abscisa je seveda enaka 0), dobimo

2ak® = 4a, kar pomeni, da je k=2 in nazadnje k = 32.

Enacba premice skozi tocki O in P je tako y = 3/2x, kar pomeni, da ta premica seka
tangento na kroznico s premerom OA skozi A v tocki P, ki ima koordinate

P(2a,2ai/§) , iz Cesar je razvidno, da je dolzina daljice | AP |= 2a3/2.

u E/J " !
(&) he
&

3/2b

Slika 19: Dioklova cisoida za b, kocka s stranico b, kocka s podvojeno prostornino.
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4.8 Dioklova cisoida

Na koncu tega poglavija si oglejmo nekaj slik Dioklove cisoide. Narisali jo bomo z

obicajnim programom za risanje funkcij DERIVE. Enacba Dioklove cisoide je

) X
y =
2a—X
4
Y
+
13
12
11
2 1 %

-4

Slika 20: Dioklova cisoida pri razlicni vrednostih parametra a
(Opomba: Vse krivulje imajo ost v izhodis¢u, a zaradi grobe grafike ni vidna)
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5 KVADRATURA KROGA

5.1 Zgodovinski uvod

S problemom kvadrature kroga se je ukvarjal starogrski matematik Dinostratos
(okrog 335 pr. Kr.). Za resitev problema je uporabil krivuljo, ki jo je okrog leta 420 pr.
Kr. za trisekcijo kota uporabil Hippia. Seveda problema ni resil le z ravnilom in s
Sestilom. Dokaz, da to ni mogoce, je dokoncal leta 1882 Ferdinand von Lindermann
(po Vidav, 1972, str. 104). Prav tam je tudi opis celotnega dokaza brez
Lindermannovega dela dokaza. Ko izena¢imo plos¢ino kroga s polmerom r s

ploscino kvadrata s stranico a, dobimo

a?=a?=a=A/xr.

Torej je stranica a s faktorjem Jr pomnozen polmer r. Pokazati je potrebno, da
Stevila /7 ni mogoce dobiti iz 1 samo s seStevanjem, odsStevanjem, mnozenjem,
deljenjem in kvadratnim korenom. To pa je bilo dokazano s tem, ko je omenjeni
Lindermann dokazal, da je Stevilo 7 transcedentno (ni reSitev algebraicne enacbe s
celimi koeficienti). Tako je tudi Stevilo J7 transcedentno in se ga ne da izraziti v
smislu trditve (1). Ce bi se ga dalo izraziti v smislu trditve (1), bi bilo resitev kaksne

algebraicne enacbe s celimi koeficienti.

5.2 Definicija problema

Dan je krog s polmerom a. S pomodjo programa R.i.S. moramo konstruirati
ploséinsko enak kvadrat.
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5.3 Ideja reSitve problema

(5) Definicija. Krivuljo, s pomoc¢jo katere pois¢emo k danemu krogu plos¢insko enak

kvadrat, imenujemo kvadratrisa.

To |OT 72

Slika 21: Ideja reSitve problema kvadrature kroga

Na sliki 21 je konstruiran krog s polmerom a in sredis¢em v O. Razdalja od tocke O
do tocke T je natanko as. Pravokotnik s stranicama OT in OC ima ploséino enako
ma®. Torej, e znamo konstruirati daljico z dolzino az, smo problem resili.
Pravokotnik s stranicama OT in OC lahko preprosto spremenimo v plos¢insko enak
kvadrat (uporabimo viSinski izrek). Toda razdaljo OT =axje nemogoce konstruirati
samo z ravnilom in s Sestilom. V nalogi bomo problem kvadrature kroga resili s

pomocjo dinamicne geometrije.

Daljico OT razpolovimo. RazpoloviS¢e ozna¢imo zE, ki ima koordinate E(?,O).

Konstruirajmo trikotnik AOAD (slika 22), ki je podoben trikotniku AOEC. Zanju
velja

[OE| _ [oAl
loc|  |oD|
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Od tod dobimo |OD|=2—a, torej ima tocka D koordinate
7

D(0,%%)
T

Ali lahko konstruiramo tocko D? S tem problemom se je v 5. stoletju pred Kristusom
ukvarjal Hippia iz Elide. V tistem casu je bil v ucenih krogih v sredis¢u raziskovanja
problem gibanja. Tako je tudi Hippia prisel do genialne zamisli in geometrijo povezal
z gibanjem. Opisal je krivuljo, s katero je reSil problem trisekcije kota. »Njegovo
krivuljo« je uporabil Dinostratos pri reSitvi problema kvadrature kroga. Ker ne
poznamo, kako so takrat dejansko resili ta problem, bomo reSitev opisali z

matematicnimi simboli in pojmi, ki jih uporabljamo danes. Konstruirati Zelimo tocko

D, ki leZi na simetrali premera dolZine 2a in ki je od premera oddaljen natanko @.

N

Slika 22: Zacetek poti do resitve problema kvadrature kroga

Vzemimo zgornjo polkroZnico prej narisane kroZnice s srediS¢em v srediScu
koordinatnega sistema OXy in polmerom a. Tocko A imamo Ze oznaceno, nariSimo
Se tocko B, ki je tocki Asimetri¢na glede na os y (slika 23). Istocasno naj se iz tocke
A zacne gibati tocka M po polkroznici preko tocke C v tocko B, tocka N pa po
premeru preko tocke O proti tocki B . Tocki naj prispeta v B istocasno, vsaka zase pa
naj potujeta s stalno hitrostjo. PreseciS¢e premice skozi O in M ter pravokotnice na

premer ABv tocki N oznacimo s P. Z uporabo dinamicne geometrije nariSimo
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mnoZzico vseh presecis¢. Krivuljo, ki jo tako dobimo, imenujemo Dinostratovo
kvadratriso. Mogoce je imenovana po krivici, saj jo je pred njim odkril Ze prej

omenjeni Hippia.

(@)

o]

o
b=

Slika 23: Dinostratova kvadratrisa

(6) Trditev: Dinostratova kvadratrisa seka os y v tocki D(0, 2 ).
T

Dokaz: Uvedemo dve novi spremenljivki 7 in t: 27 je cas, ki ga tocki M in N
porabita za pot iz A v B. Trenutni ¢as oznaéimo s t, ki ga zaénemo meriti, ko sta
tocki M in N v tocki A. Oznacimo Se kot ¢, ki ga oklepa daljica OM z osjo X.

Ocitno je, da x koordinato tocke P doloca pozicija tocke N, medtem ko koordinato

y doloca pozicija tocke M . Koordinato X tocke P dobimo po kratkem racunu in je

enaka

x:a(l—l).
T

Premica skozi to¢ki O in M pa ima enacbo

y=X1tgop.

Kerje o= ZE , lahko enacbo te premice zapiSemo tudi:
T
y=X tg E
2r°

N . . o . t X
Spremenljivki tin 7 odstranimo tako, da iz prve enacbe izpostavimo —=1-—.
T a
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To vstavimo v drugo enacbo in dobimo:
T X 7iX
=Xtg(z—--)=xctg—, -—asx<a. 10
y=x19(;--") 9, (10)
S tem smo izpeljali enacbo Dinostratove kvadratrise
y =X ctg ad
2a’

Pri x=0 je zgoraj podana funkcija sicer nedefinirana, ima pa kon¢no limito:

7X
. 7X . 7X . 27a 2a 7X 2a
lim x~ctgz— = lim ﬂx-cosz— = lim —ﬂx-—-cosz— = —.
x—0 x—0 . x—0 .
a sin == a sin=> 7 a 7z
2a 2a

Vrednost Dinostratove kvadratrise pri X =0 definiramo z limito v tej tocki, torej ima
tocka D koordinate

D(O,g) . g.ed.
T

S tem smo dokazali tudi, da je Dinostratova kvadratrisa res kvadratrisa.

5.4 Resitev problema kvadrature kroga

Dan je krog s sredis¢em v O in premerom AB. Z uporabo dinamicne geometrije
konstruiramo Dinostratovo kvadratriso. PreseciS¢e te krivulje z ordinatno osjo
ozna¢imo s tocko D. Naj bo tocka C preseciS¢e dane kroznice z ordinatno osjo.
NariSimo vzporednico k daljici AD skozi tocko C. Ta premica naj seka nosilko
daljice AB v tocki E. Na premici skozi tocki A in B konstruirajmo tocko T tako, da
je |OT | =2|OE|. Nari$imo Se vzporednico k OC skozi T ter vzporednico k OT skozi
C . Njuno presecisce oznac¢imo s F. Dobili smo pravokotnik OTFC z enako ploscino
kot krog, saj je plos¢ina tega pravokotnika enaka S=7a’ (stranici pravokotnika pa

sta dolgi ain 7a) (slika 24).
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Slika 24: Resitev problema kvadrature kroga

Pravokotnik s pomocjo viSinskega izreka preoblikujemo v kvadrat s stranico b= avr

(slika 25).

NI
\J

Slika 25: Pravokotnik spremenimo v ploscinsko enak kvadrat z visinskim izrekom

5.5 Dinostratova kvadratrisa

Na koncu tega poglavja nariSimo Dinostratovo kvadratriso z obi¢jnim programom za

risanje funkcij. Tako dobimo drug vpogled in odkrijemo Se kaksno lastnost ali vsaj
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zanimivost. Seveda je za reSitev nasega problema pomemben le graf na intervalu

[-a,a]. Enacba Dinostratove kvadratrise je

y—x-ctgﬁ
2a

Narisimo jo s programom DERIVE 6. Naj bo a=3. Tako se funkcija glasi

y:x-ctgﬁ
5

Slika 26: Dinostratova kvadratrisa pria =3

Funkcija ima nicle ima pri x, =3+6k, keZ, pole pa pri x, =6k, keZ k=0. Ko

pomanjSamo enoti, zagledamo zanimivo sliko:
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20

15

10

Slika 27: Dinostratova kvadratrisa pri a =3, »pogled od daleC«
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6 RAZPRAVA IN SKLEP

6.1 Razprava

V nalogi sva potrdila postavljeno hipotezo. Vse tri obravnavane starogrske
geometrijske probleme lahko reSimo z uporabo dinamicne geometrije. Zdi se
nama, da je racunalniski program za dinamicno geometrijo idealni pripomocek za
raziskovanje geometrijskih lastnosti in povezav. Posebno dobra se nama zdi moZnost
sledenja tocke (ali ve¢ tock), ko premikamo doloceno tocko po dani krivulji. Ideje, ki
jih dobimo z dinamicno geometrijo, pa moramo seveda matemati¢no dokazati. To

sva v nalogi tudi storila.

Seveda pa omenjene resitve danih problemov niso edine. Kot lahko tretjinimo tudi s
pomodjo Maclaurinove trisektrise (Razpet, 1998, stran 92), Catalanove trisektrise (Razpet,
1998, stran 142), Arhimedove spirale (Razpet, 1998, stran 152), Dinostratove kvadratrise
(Razpet, 1998, stran 173), De Longchampsove trisektrise (Savelov, 1979, stran 93) in
Bernoullijeve lemniskate (Savelov, 1979, stran 198). S pomodjo Dinostratove kvadratrise
pa lahko dani kot razdelimo na nenakih delov (Razpet, 1998, stran 173). Kocko lahko
podvojimo tudi s pomocjo dveh parabol (Razpet, 1998, stran 73). Kvadraturo kroga
lahko izvedemo tudi s pomocjo Arhimedove spirale (Razpet, 1998, stran 152) in s
pomocdjo Tschirnhausenove kvadratrise (Savelov, 1979, stran 294). Gotovo obstajajo Se
drugi nacini reSevanja omenjenih problemov, a v obravnavani literaturi niso

navedeni.

6.2 Sklep

Ob resSevanju treh znamenitih starogrskih geometrijskih problemov sva ugotovila, da
je bila geometrija v anti¢ni Gr¢iji visoko razvita. Kljub temu da takrat niso imeli
kvalitetnih pripomockov, so odkrili pomembne povezave in lastnosti. Domnevamo

lahko, da so mogoce skusali te probleme resiti tudi samo s pomocjo ravnila in Sestila,
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saj niso poznali dokazov, da to ni mogoce (to so dokazali v 19. stoletju). Probleme so

redili na drug, originalen nacin.

Vrnimo se Se enkrat k naslovu naloge

Ei trv duvapuknv yewpetoiav oi "EAANves dgxaiot éyityvwokov ...

in se prepustimo domisljiji ...
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8 PRILOGE

Prilagava zgoS¢enko s posnetimi slikami v programu za risanje z dinamicno
geometrijo R.i.S. (ravnilo in Sestilo). Za ogled je treba na racunalniku postaviti
program za dinamiéno geometrijo R.iS., ki je prosto dostopen na naslovu

http://www.gimptuj.net/mobid/car/doc_slo/index.html ali pa na naslovu

http://ris.gimptuj.si/. Prav tako je potrebno nekaj osnovnega znanja za rokovanje s

programom R.i.S. Slike v prilogi so v formatu slika.zir, torej jih lahko odpremo s

programom R.i.S.

Seznam slik v prilogi:

slikal.zir ~ Skica tretjinjenja kota (konc¢na situacija)
slika2.zir ~ Ideja resitve tretjinjenja kota

slika3.zir ~ Risanje sledi (tretjinjenje kota)

slika4.zir ~ Kizpeljavi enacbe trisektrise

slika5.zir  Tretjinjenje s pomocjo Nikomedove konhoide
slika9.zir ~ Kiskanju ideje za drug nacin tretjinjenja
slikal(O.zir ~ Tretjinjenje na drug nacin (Pascalov polz)
slikall.zir K izpeljavi enacbe Pascalovega polza
slikal2.zir ~ Kardioida

slikal4.zir ~ Pascalov polz Se enkrat kot trisektrisa
slikal5.zir ~ Kon¢na situacija pri podvojitvi kocke
slikal6.zir ~ Krivulja, ki podvaja kocko

slikal7.zir K izpeljavi enacbe Dioklove cisoide
slikal8.zir ~ ReSitev problema podvojitve kocke
slikal9.zir ~ Kocka s podvojeno prostornino

slika21.zir ~ Ideja reSitve problema kvadrature kroga
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slika22.zir
slika23.zir
slika24.zir
slika25.zir

izrekom

Zacetek poti do resitve problema kvadrature kroga
Dinostratova kvadratrisa
Resitev problema kvadrature kroga

Pravokotnik spremenimo v plos¢insko enak kvadrat z viSinskim
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