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Povzetek 

V nalogi obravnavamo Catalanova števila. Švicarski matematik Leonhard Euler je raziskal 

problem, na koliko načinov lahko razdelimo konveksni večkotnik na trikotnike z nesekajočimi 

se diagonalami: trikotnik na en način, štirikotnik na dva načina, petkotnik na pet načinov, 

šestkotnik na 14 načinov… Tako je dobil zaporedje števil 1, 2, 5, 14, 42, 132… Števila so 

kasneje poimenovali Catalanova števila po belgijskem matematiku Catalanu, ki je, poleg 

mnogih drugih, nadaljeval raziskave na tem področju. Do sedaj je bilo odkritih veliko 

primerov iz matematike in drugih področij, ki jih štejemo s Catalanovimi števili. V nalogi 

predstavimo osnovne že znane primere, izpeljemo eksplicitno in rekurzivni formuli ter 

pokažemo glavni metodi dokazovanja, da gre za Catalanova števila. Temeljni cilj naloge pa je 

opisati nove primere množic matematičnih in drugih objektov ter dokazati, da so njihove 

moči Catalanova števila. 

 

Ključne besede: Catalanova števila, triangulacija konveksnega večkotnika, dobro urejeni 

oklepaji, Dyckova pot, binarna drevesa, nizi 

 

Abstract 

The following research paper discusses Catalan numbers. A Swiss mathematician Leonhard 

Euler researched the problem of how many ways exist for a convex polygon to be divided 

into triangles with non-crossing diagonals: a triangle in one way, a quadrilateral in two, a 

pentagon in five, a hexagon in 14, etc. Thus he discovered the sequence of numbers 1, 2, 5, 

14, 42, 132, etc. The numbers were later named Catalan numbers after a Belgian 

mathematician Catalan, who, among several others, continued the research in this area. 

Numerous examples from the field of mathematics and from other areas which are counted 

with Catalan numbers have been found to date. This paper represents the already known 

basic examples, contains a derivation of an explicit and recurrence formulas and shows the 

main two methods of proving that the examples in question are considered Catalan 

numbers. The main aim of this research paper, however, is to describe new examples of sets 

of mathematical and other structures and prove that their power sets are regarded as 

Catalan numbers.    

 

Key words:  Catalan numbers, triangulations of a convex polygon, parenthesizations, Dyck 

paths, binary trees, sequences 
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1 Uvod 

Švicarski matematik Leonhard Euler (1707–1783) si je leta 1751 zastavil problem, na koliko 

načinov lahko konveksni (n+2)-kotnik razdelimo z nesekajočimi se diagonalami na trikotnike 

(to je tako imenovani problem triangulacije konveksnega večkotnika, glej sliko 1). Pri 

trikotniku imamo eno možnost, pri štirikotniku dve, pri petkotniku pet možnosti, pri 

šestkotniku 14 možnosti, itd. Problem je rešil sam, o njem pa si je dopisoval z matematikoma 

Christianom Goldbachom(1690–1764) in Johannom Andreasom von Segnerjem (1704–1777), 

ki sta sodelovala pri izpeljavi formul. Euler je (očitno »peš«) (Stanley 2015: 178) ugotovil, da 

je za 𝑛 ≤ 8 število triangulacij (n+2)-kotnika enako: 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430 in z 

opazovanjem vzorca uganil formulo (prav tam)1 

 𝑇𝑛 =
2∙6∙10⋯(4𝑛−2)

2∙3∙4⋯(𝑛+1)
 . (1) 

Veliko matematikov je potem nadaljevalo raziskave. Med njimi je bil tudi belgijski matematik 

Eugene Charles Catalan (1814–1894). Izpeljal je eksplicitno formulo za računanje števila 

triangulacij konveksnih večkotnikov (Pak 2014: 4), kar z današnjim matematičnim jezikom 

zapišemo 

 𝑇𝑛 =
(2𝑛)!

𝑛!(𝑛+1)!
 . (2) 

Catalan je raziskoval število možnosti vrstnega reda množenj (neasociativnega) 𝑛 + 1 

spremenljivk. Ugotovil je, da je število triangulacij konveksnega (n+2)-kotnika enako številu 

možnosti vrstnega reda množenj 𝑛 + 1 spremenljivk. Za poimenovanje teh števil Catalanova 

števila po Catalanu gre zasluga ameriškemu matematiku Johnu Riordanu (1903 – 1988), ki je 

v nekaj člankih to poimenovanje že uporabil, dokončno pa v svoji knjigi iz leta 1968 (Pak 

2014: 7). Zgodovinsko gledano bi bilo pravičnejše poimenovanje Eulerjeva števila. 

Tudi danes se matematiki ukvarjajo s to tematiko. Ko sva iskali literaturo, sva ugotovili, da je 

trenutno največja referenca na tem področju dr. Richard P. Stanley. Svoja dognanja je leta 

2015 objavil v knjigi Catalan Numbers (glej Stanley 2015), starejše raziskave pa ima 

objavljene na svoji spletni strani (glej Stanley online). Zato se tudi v najini nalogi največ 

sklicujeva ravno na njegovo knjigo (Stanley 2015). V njej je poleg uvodnih primerov zbranih 

še 214 drugih primerov množic, ki jih štejemo s Catalanovimi števili. V drugem delu knjige pa 

je dodal še 68 težjih primerov. Zanimivo je, da Catalanova števila nastopajo v raznovrstnih 

temah in področjih matematike.  

                                                      
1 Euler je zapisal formulo: 𝐶𝑛−2 =

2∙6∙10∙14∙18∙22⋯(4𝑛−10)

2∙3∙4∙5⋯(𝑛−1)
, kar je enakovredno formuli (1). 
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V raziskovalni nalogi sva predstavili osnove Catalanovih števil: nekaj znanih temeljnih 

primerov, formule in principe dokazovanja. Glavni cilj naloge pa je bil poiskati še nove2 

primere množic, katerih moči so Catalanova števila. 

2 Osnovno o Catalanovih številih 

2.1 Triangulacija konveksnega večkotnika  

Naj bo ravninski lik 𝑃𝑛+2 konveksni (n+2)-kotnik. Triangulacija lika 𝑃𝑛+2 je množica 𝑛 − 1 

diagonal lika 𝑃𝑛+2, ki se ne sekajo v njegovi notranjosti. Te diagonale razdelijo notranjost lika 

𝑃𝑛+2 na 𝑛 trikotnikov (Stanley 2015: 1). Primeri za 1 ≤ 𝑛 ≤ 4 so na sliki 1. 

 

 

Slika 1: Triangulacije konveksnega (n+2)-kotnika 

 

Catalanova števila lahko definiramo na več načinov in potem iščemo ostale zveze. Odločili 

sva se, da bova sledili zgodovinskemu razvoju in definirali Catalanova števila s številom 

Eulerjevih triangulacij konveksnega (n+2)-kotnika3. 

Definicija 1: Za vsak 𝒏𝝐𝑵 naj bo 𝑨𝒏 množica vseh možnih triangulacij konveksnega (n + 2) – 

kotnika. Catalanovo število 𝑪𝒏 je za vsak 𝒏𝝐𝑵 enako moči množice 𝑨𝒏. Zaporedje 

{𝑪𝒏, 𝒏𝝐𝑵} imenujemo zaporedje Catalanovih števil (glej [7]).  

                                                      
2 »Nove« primere glede na (Stanley 2015) in nama dostopne knjige, ki so naštete med viri. Kot »nove« štejeva 
tudi primere, ki sva jih opisali po analogiji z že znanimi, a v drugačnem kontekstu (okolju).  
3 Luo Jianjin je leta 1988 opazil, da so bila Catalanova števila vključena v trigonometrične formule, ki jih je 
mongolski znanstvenik Sharabiin Myangat (1692-1763) objavil v knjigi Quick Methods for Accurate Values of 
Circle Segments (Stanley 2015: 177). 



Kombinatorična igra Catalanovih števil 

11 

Prvih osem členov zaporedja Catalanovih števil je peš dobil že Euler: 

1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430 … 

2.2 Polna »vsajena« binarna drevesa  

Drevo je ravninski graf, ki nima nobenega cikla. Sestavljajo ga vozlišča in povezave. Običajno 

rišemo drevo od zgoraj navzdol. Prednik je vozlišče, iz katerega gre povezava v naslednje 

vozlišče, potomec pa vozlišče, ki sledi izbranemu vozlišču. Vozlišču, ki je na vrhu, pravimo 

koren, tistim na koncu, ki nimajo potomcev, pa listi. Binarno drevo je drevo, ki ima v vsakem 

vozlišču kvečjemu dva potomca. Polno binarno drevo pa je binarno drevo, pri katerem ima 

vsako vozlišče natanko dva potomca ali pa nobenega. Polno vsajeno binarno drevo je polno 

binarno drevo, pri katerem ima koren natanko enega predhodnika (Stanley 2015: 16). 

Predhodnika korenu imenujmo steblo. Primera sta na sliki 2. Polno vsajeno binarno drevo 

ima 2n+2 vozlišč. 

 

Slika 2: Polno binarno drevo in polno vsajeno binarno drevo 
 

Narišimo množice polnih vsajenih binarnih dreves z 2n+2 vozlišči za n = 3 (glej sliko 3). 

 

Slika 3: Množice polnih vsajenih binarnih dreves z 2n+2 vozlišči za n = 3  
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Opazimo, da se število možnosti polnih vsajenih binarnih dreves ujema s številom triangulacij 

za n = 1, 2, 3. Na sliki 4 je za n=3 prikazan nastanek polnega vsajenega binarnega drevesa iz 

triangulacije petkotnika. Dokazali bomo naslednjo trditev: 

Trditev 1: Vsaki triangulaciji konveksnega (n+2)-kotnika ustreza polno vsajeno binarno 

drevo z 2n +2 vozlišči. 

 

Slika 4: Triangulacije konveksnega petkotnika in polno vsajena binarna drevesa 

 

Dokaz: Vzemimo triangulacijo konveksnega (n+2)-kotnika (glej primer ene izmed triangulacij 

desetkotnika na sliki 5). Triangulacija je množica nesekajočih se diagonal. Pri triangulaciji 

(n+2)-kotnika dobimo n-1 diagonal in n trikotnikov. Označimo stranice v pozitivni smeri: 

𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, 𝑎𝑛+2. V vsaki izmed notranjosti posameznega trikotnika izberemo točko 

(vozlišče bodočega drevesa), prav tako izberemo točko v notranjosti vsake izmed stranic (list 

bodočega drevesa). Izbrana točka v notranjosti trikotnika s stranico 𝑎𝑛+2 bo koren polnega 

vsajenega binarnega drevesa. Povezava korena z izbrano točko na stranici 𝑎𝑛+2 pa steblo. 

Polno binarno drevo gradimo tako, da pričnemo v korenu in nadaljujemo s povezavami do 

stranice trikotnika ali preko diagonale do naslednjega vozlišča. Vsakič imamo na voljo dve 

novi povezavi: do dveh stranic (listov), do ene stranice in preko ene diagonale v notranjost 

naslednjega trikotnika (do novega vozlišča) ali preko dveh diagonal do dveh novih vozlišč. 

Tako dobimo vedno iz vsakega vozlišča dva naslednika (ali nobenega v primeru lista). Polno 

vsajeno binarno drevo je tako zgrajeno.  

                    (q.e.d.) 
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Slika 5: Nastanek polnega vsajenega binarnega drevesa iz triangulacije desetkotnika 
 

2.3 Posebni igralni niz4  

Problem, ki ga bomo obravnavali, poimenujemo posebni igralni niz. Prirejen je problemu, 

znanemu pod imenom ballot sequence (Stanley 2015: 6). Namesto glasovanja za kandidata A 

ali B vzemimo dve ekipi A in B (na primer rokometni ekipi). Želimo, da bo končni rezultat 

neodločen n:n. Kolikšna je verjetnost, da recimo ekipa A ne bo nikoli zaostajala za ekipo B 

(ekipa A bo vedno vodila ali pa bo trenutni rezultat neodločen)? 

Doseženih je bilo 2n golov. Prikažimo rešitve za n = 1, 2, 3 (glej sliko 6a). 

Ker je bil rezultat neodločen, je v zapisu poteka tekme skupno število A-jev in B-jev enako. Če 

sledimo zaporedjem od leve proti desni, je število A-jev vedno večje ali enako številu B-jev. 

Zato lahko nadomestimo črko A z 1, črko B pa z -1 (ali pa samo z -) in dobimo posebni 

številski niz, pri katerih je vsaka delna vsota nenegativna (slika 6b). 

 

 

 

 

 

 

                                                      
4 V angleškem izvirniku gre za ballot sequence. 
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n = 1:          AB 

n = 2:  AABB               ABAB 

n = 3:   AAABBB AABABB AABBAB ABAABB ABABAB 

a) 

n = 1:          1- 

n = 2:  11--               1-1- 

n = 3:   111---  11-1--  11--1-  1-11--  1-1-1- 

b) 

Slika 6: Posebni igralni niz in niz z delnimi nenegativnimi vsotami 

V nadaljevanju bomo posebni igralni niz izenačili z nizi z delnimi nenegativnimi vsotami, saj 

sta problema in zapisa enakovredna. Prvih nekaj primerov kaže, da se število možnih nizov z 

nenegativnimi delnimi vsotami pri danem n ujema s številom triangulacij in s številom polnih 

vsajenih binarnih dreves. Ideja, kako vsakemu polnemu vsajenemu binarnemu drevesu 

priredimo ustrezni niz , je prikazana na sliki 7.  

 

Slika 7: Nizi, prirejeni polnim vsajenim binarnim drevesom za n = 3 
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Dokažimo naslednjo trditev: 

Trditev 2: Vsakemu polnemu vsajenemu drevesu z 2n+2 vozlišči ustreza niz z delnimi 

nenegativnimi vsotami s skupno 2n členi (z n 1 in z n -). 

Dokaz: Vzemimo polno vsajeno binarno drevo z 2n+2 vozlišči (primer je na sliki 8). 

Odstranimo steblo, saj je očitno, da sta množici polnih vsajenih binarnih dreves v bijektivni 

zvezi s polnimi binarnimi drevesi z 2n+1 vozlišči. Polno binarno drevo z 2n+1 vozlišči ima 2n 

naslednikov (iz korena vedno izhaja nič ali dva naslednika, torej je 2n povezav). Polovica 

povezav (to je n povezav) poteka od vozlišča navzdol proti levi (levi potomci), polovica 

povezav (prav tako n) pa od vozlišča navzdol proti desni (desni potomci). Povezave, ki 

potekajo proti levi, označimo z 1, povezave, ki potekajo proti desni, pa z -1 ali kar samo z -. 

Začnemo pri korenu in gremo najprej proti levi (glej sliko 8). Naredimo obhod ob povezavah 

najprej po levi strani. Ko dosežemo list, se obrnemo in potujemo ob povezavi desno navzgor. 

Drevesa nikoli ne sekamo. Obidemo vse povezave. Sproti zapisujemo vrednost povezave, ko 

smo jo prvič dosegli (1 ali -). Zapišemo samo takrat, ko se spuščamo (bodisi proti levi bodisi 

proti desni. Na ta način dobimo zaporedje, sestavljeno iz n enic in iz n –enic (n minusov). To 

zaporedje ima lastnost, da je vsaka delna vsota nenegativna, saj je obhod tak, da gremo 

vedno v vsakem vozlišču najprej proti levi in nato proti desni.  

    (q.e.d.) 

 

Slika 8: Nastanek niza števil iz polnega vsajenega binarnega drevesa 

Če v posebnem igralnem nizu oznako »A« z levim oklepajem »(» , to je z uklepajem, in črko 

»B« z zaklepajem »)«, dobimo še en vidik enakega problema, to je regularno strukturo 

oklepajev. Pri danem številu oklepajev imamo tako vse možne pravilne postavitve oklepajev 

v aritmetični izraz (glej primer na sliki 9). 
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() 

()  ()                (()) 

() () ()     ()(())     (())()     (()())       ((())) 

Slika 9: Regularna zaporedja oklepajev za n = 1, 2, 3 

2.4 Dyckove poti 

Dyckova pot je ravninska pot, ki jo naredimo od koordinatnega izhodišča do določene točke 

(m,0), m>0. Na voljo imamo korake (1,1) ali (1,-1) ter dodatne pogoje. Glede na dodatne 

pogoje obstaja veliko različnih možnosti (glej na primer Stanley 2015: 20-22). Za najine 

potrebe sva izbrali definicijo, ki jo opisuje problem 25 (glej Stanley 2015: 20). 

Definicija 2: Dyckova pot dolžine 2n je mrežna pot od točke (0,0) do točke (2n,0) s koraki 

(1,1) ali (1,-1), kjer se nikoli ne spustimo pod x-os. Primer pri n = 3 je na sliki 10.  

 

Slika 10: Vse možne Dyckove poti dolžine 6 

Skoraj očitno je, da lahko vsakemu zaporedju z nenegativnimi delnimi vsotami, kot smo ga 

opisali v poglavju 2.4 (Posebni igralni nizi), priredimo ustrezno Dyckovo pot. Primer za n = 3 

je na sliki 11. 
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Slika 11: Nastanek Dyckovih poti iz nizov 1 in -1 z nenegativnimi delnimi vsotami, n=3 
 

Trditev 3: Vsakemu posebnemu igralnemu nizu dolžine 2n (glej poglavje 2.4) ustreza 

Dyckova pot dolžine 2n. 

Dokaz: Vzemimo posebni igralni niz, sestavljen iz n A-jev in iz n B-jev. Primer pri n = 10 je 

prikazan na sliki 12. Znake A zamenjamo z 1, znake B z minusom. Dyckovo pot ustvarimo 

tako, da znaku A (oziroma 1) ustreza korak (1,1), znaku B (oziroma minusu) pa korak (1,-1). 

Pot se ne spusti pod abscisno os, saj je zaradi pogoja, da je vsaka delna vsota nenegativna, 

vedno več ali enako korakov (1,1). 

 

 

Slika 12: Nastanek Dyckove poti iz zaporedja z nenegativnimi delnimi vsotami 
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Trditev 4: Vsaki Dyckovi poti (glej definicijo 2) z dolžino 2n ustreza triangulacija 

konveksnega (n+2)-kotnika. 

 

Slika 13: Primer prehoda od Dyckove poti do triangulacije. 

Dokaz: Oglejmo si najprej primer, ki je prikazan na sliki 13. Dana je Dyckova pot dolžine 8, se 

pravi, da je n = 4. Cilj je torej, da konstruiramo (n+2)-kotnik, to je šestkotnik. Dyckovi poti 

enostavno priredimo niz z delnimi nenegativnimi vsotami tako, da vzpone nadomestimo z 1, 

spuste pa z -1. Nizu priredimo polno vsajeno binarno drevo. Vemo, da bo imelo 10 vozlišč, 

eno steblo, en koren in poleg stebla še pet listov (gre za šestkotnik a, b, c, d, e, f). Začnemo s 

steblom f in korenom. Potem sledimo nizu: 1 pomeni levi potomec, -1 desni potomec. Ko je 

polno vsajeno binarno drevo konstruirano, označimo liste po vrsti z oznakami a,b,c,d,e 

(steblo smo označili že prej). Sledi še zadnji prehod k triangulaciji šestkotnika. Narišemo 

šestkotnik in označimo stranice. Iz polnega binarnega drevesa je razvidno, da sta a in b ter c 

in d zaporedna lista, torej določata ta para trikotnika. Enako velja tudi za e in f. S tem je 

proces zaključen. 

Posplošimo: Dana je Dyckova pot dolžine 2n. Najprej predvidimo velikosti končne in 

posameznih vmesnih stopenj. Cilj je trianguliran (n+2) kotnik. Niz z delnimi neneagtivnimi 

vsotami bo imel 2n znakov, natanko n enic in natanko n minusov. Polno vsajeno binarno 

drevo bo sestavljalo 2n+2 vozlišč. Eno vozlišče je na začetku stebla, zato bo imelo drevo n+1 

listov. 

Iz dane Dyckove poti dolžine 2n na enostaven način priredimo niz z delnimi nenegativnimi 

vsotami tako, da korake (1,1) nadomestimo z 1, korake (1,-1) pa z -1 (ali minusom). Ker se 

Dyckova pot ne spusti pod abscisno os, bodo zato vse delne vsote v nizu nenegativne. Nizu z 

delnimi nenegativnimi vsotami priredimo polno vsajeno binarno drevo takole: najprej 

narišemo steblo in koren. Nato sledimo nizu: 1 pomeni levega potomca, -1 pa desnega 

potomca. Za 1 iščemo možnost navzdol proti levi, z -1 pa desno in navzgor. Označimo n+1 

listov po vrsti od leve proti desni z oznakami stranic večkotnika in steblo z oznako zadnje (to 

je n+2) stranice. Za zadnji korak narišemo skico konveksnega n+2 kotnika in označimo 

stranice. Iz položajev listov v polno vsajenem binarnem drevesu razberemo, kje moramo 

narisati diagonale. Ta del konstrukcije je najbolj zahteven. 

(q.e.d.) 
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Na sliki 14 je prikazan nekoliko zahtevnejši zgled.  

V tem razdelku smo pokazali, da vsaki triangulaciji ustreza polno vsajeno binarno drevo, 

vsakemu polnemu vsajenemu drevesu niz z delnimi nenegativnimi vsotami, nizu z delnimi 

nenegativnimi vsotami Dyckova pot ter Dyckovi poti triangulacija. S tem smo dokazali 

trditev: 

Trditev 5: Catalanova števila štejejo: 

1. triangulacije konveksnega (n+2)- kotnika, 

2. polna vsajena binarna drevesa z 2n+2 vozlišči, 

3. posebne igralne nize dolžine 2n, 

4. številske nize 1 in -1 z delnimi nenegativnimi vsotami dolžine 2n, 

5. Dyckove poti dolžine 2n. 

 

 

Slika 14: Primer prehoda od Dyckove poti do triangulacije 
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2.5 Eksplicitna formula 

Eksplicitno formulo za izračun Catalanovih števil bova izpeljali iz problema o posebnih 

igralnih nizih. Igralni niz je niz, sestavljen iz n A-jev in iz n B-jev. Posebni igralni niz pa je tak 

igralni niz, pri katerem je, gledano od leve proti desni, število A-jev vedno večje ali enako 

številu B-jev. Vzemimo posebni igralni niz dolžine 2n. Sestavljen je iz n znakov A in iz n 

znakov B v takem sosledju, da je, gledano od leve proti desni, število A-jev vedno večje ali 

enako številu B-jev. Pri izpeljavi uporabimo naslednji sklep: 

Število posebnih igralnih nizov dolžine 2n =  

številu vseh igralnih nizov dolžine 2n – število neposebnih igralnih nizov dolžine 2n. 

Za vsako od naštetih nizov velja, da vsebujejo n A-jev in n B-jev. Število vseh možnih igralnih 

nizov dobimo tako, da izmed 2n mest določimo n mest, na katera bomo postavili črko A, to je 

na: 

(
2𝑛
𝑛

) načinov. Število neposebnih igralnih nizov pa dobimo tako, da pomislimo, kdaj niz ni 

posebni. Niz ni posebni, ko se prvič v zaporedju od leve proti desni pojavi en B več kot je A 

jev. Recimo, da leži tisti B na k-tem mestu. Nato vse črke od k-tega mesta dalje (na k-tem 

mestu pustimo B) zamenjamo tako, da namesto A-jev napišemo B-je in namesto B-jev 

napišemo A-je. Tako dobimo zaporedje, ki vsebuje (n-1) A-jev in (n+1) B-jev. Se pravi, da 

bomo vse neposebne nize dobili, ko bomo izmed 2n mest določili n-1 mest, na katerih bo 

stala črka A. Tako je vseh neposebnih nizov enako (
2𝑛

𝑛 − 1
). V definiciji 1 smo Catalanova 

števila označili z oznako 𝐶𝑛. Torej je: 

𝐶𝑛 = (
2𝑛
𝑛

) − (
2𝑛

𝑛 − 1
) =

(2𝑛)!

𝑛!𝑛!
−

(2𝑛)!

(𝑛−1)!(𝑛+1)!
=

(2𝑛)!

𝑛!𝑛!
(1 −

𝑛

𝑛+1
) =

(2𝑛)!

𝑛!𝑛!
∙

1

𝑛+1
=

1

𝑛+1
∙ (

2𝑛
𝑛

)       

 

 𝐶𝑛 =
1

𝑛+1
∙ (

2𝑛
𝑛

). (3) 

Dobljena formula (3) je enaka Catalanovi formuli (2): 𝑇𝑛 = 𝐶𝑛. Ker smo dokazali bijekcijo 

med množico triangulacij konveksnega (n+2)-kotnika in množico posebnih igralnih nizov 

dolžine 2n, je število triangulacij konveksnega (n+2) – kotnika enako Catalanovemu številu 

𝐶𝑛. To velja tudi za vse prej naštete množice, za katere smo dokazali, da obstaja med njimi 

bijekcija.  Prvih nekaj členov zaporedja Catalanovih števil je  

1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440… 

Prvih sto členov zaporedja Catalanovih števil je prikazanih v prilogi A. Več o tem zaporedju 

zvemo tudi v Enciklopediji celoštevilskih zaporedij (glej [7]). 
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Sedaj lahko odgovorimo na vprašanje, postavljeno na začetku poglavja 2.3: Kolikšna je 

verjetnost, da ob končnem neodločenem rezultatu n:n rokometna ekipa A ne bo nikoli 

zaostajala za ekipo B? (da bo A vodila ali da bo rezultat neodločen). Vseh možnosti za 

neodločen rezultat je (
2𝑛
𝑛

), število ugodnih izidov pa je 𝐶𝑛 =
1

𝑛+1
∙ (

2𝑛
𝑛

). Torej je iskana 

verjetnost enaka 𝑃 =
1

𝑛+1
. 

Oglejmo si še Eulerjevo formulo (1) 𝑇𝑛 =
2∙6∙10⋯(4𝑛−2)

2∙3∙4⋯(𝑛+1)
 in jo preoblikujmo. 

𝑇𝑛 =
2∙6∙10⋯(4𝑛−2)

2∙3∙4⋯(𝑛+1)
=

2𝑛(1∙3∙5⋯(2𝑛−1)

(𝑛+1)!
=

2𝑛(1∙2∙3∙4∙5⋯(2𝑛−1)∙(2𝑛)

(𝑛+1)!∙2∙4∙6⋯(2𝑛)
=

2𝑛(1∙2∙3∙4∙5⋯(2𝑛−1)∙(2𝑛)

(𝑛+1)!∙2𝑛∙1∙2∙3⋯𝑛
=           

=
2𝑛(1∙2∙3∙4∙5⋯(2𝑛−1)∙(2𝑛)

(𝑛+1)!∙2𝑛∙1∙2∙3⋯𝑛
=

(2𝑛)!

(𝑛+1)!𝑛!
= 𝐶𝑛. 

S tem smo dokazali, da velja Eulerjeva formula (1) za vsa naravna števila. 

Posebnemu igralnemu nizu dolžine 2n, sestavljenemu iz n znakov A in n znakov B, pri 

katerem je, gledano z leve proti desni, število A-jev vedno večje ali enako številu B-jev, 

pravimo tudi Catalanova beseda dolžine 2n nad (A,B)5, množico vseh Catalanovih besed nad 

(A, B) dolžine 2n pa označimo s 𝐶𝑛(𝐴, 𝐵). Tako na primer tudi množico nizov, sestavljenih iz n 

»1« in iz n »-1« z delnimi nenegativnimi vsotami (to je množico vseh Catalanovih besed 

dolžine 2n nad (1,-1)), označimo s 𝐶𝑛(1, −1). Prav tako lahko množico regularnih postavitev 

n uklepajev »(» in n zaklepajev »)« označimo s 𝐶𝑛((, )).  Dokazali smo torej, da je moč 

množice 𝐶𝑛(𝐴, 𝐵) enaka 𝐶𝑛: |𝐶𝑛(𝐴, 𝐵)| = 𝐶𝑛. Ker je »prazna beseda« tudi Catalanova 

beseda, je 𝐶0 = 1. 

2.6 Rekurzivni formuli 

S štetjem triangulacij smo dobili prvih nekaj členov zaporedja Catalanovih števil, izpeljali pa 

smo tudi eksplicitno formulo za izračun poljubnega Catalanovega števila 𝐶𝑛. Izpeljimo še 

rekurzivni postopek izračuna Catalanovih števil. Ker formula (3) velja za vsako naravno 

število n, velja tudi za naravno število n+1: 

𝐶𝑛+1 =
1

𝑛+2
∙ (

2(𝑛 + 1)
𝑛 + 1

) =
1

𝑛+2
∙

(2𝑛+2)(2𝑛+1)(2𝑛)!

(𝑛+1)!(𝑛+1)!
=

1

𝑛+2
∙

(4𝑛+2)(2𝑛)!

𝑛!∙(𝑛+1)∙𝑛!
=

4𝑛+2

𝑛+2
∙ 𝐶𝑛. Torej je: 

 

 𝐶𝑛 = {
  1;                𝑛 = 1
4𝑛−2

𝑛+1
∙ 𝐶𝑛−1; 𝑛 > 1

 . (4) 

 

 

                                                      
5 Primerjaj Roman 2015: 13 
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Za Catalanova števila je posebej značilna druga rekurzivna zveza in sicer:  

 𝐶0 = 1, 𝐶1 = 1,      𝐶𝑛+1 = 𝐶0𝐶𝑛 + 𝐶1𝐶𝑛−1 + ⋯ + 𝐶𝑛−1𝐶1 + 𝐶𝑛𝐶0, 𝑛 > 1 . (5) 

Izpeljali jo bomo na primeru triangulacij konveksnega (n+2)-kotnika (glej Stanley 2015: 2). 

Zgodovinski viri (Stanley 2015: 178) kažejo, da te formule Euler ni poznal, se je pa zavedal, da 

bi jo potreboval za izpeljavo rodovne funkcije Catalanovih števil, to je funkcije, ki ima v 

razvoju v potenčno vrsto za koeficiente Catalanova števila. Rekurzivno formulo (5) je izpeljal 

Segner leta 1758 (Stanley 2015: 180). To formulo imenujemo Segnerjeva rekurzivna zveza6. 

Primer prehoda na C4 je prikazan na sliki 16. Za prehod na Cn+1 posplošimo prikazan primer. 

 

Slika 15: Rekurzivna struktura triangulacije 

Vzemimo konveksni (n+2) – kotnik. Le-ta je trianguliran s Cn triangulacijami. Dodali bomo 

novo stranico in njeni oglišči povezali z enim izmed ostalih oglišč (glej sliko 15). Dani (n+2)-

kotnik s tem razdelimo na dva večkotnika, ki ju trianguliramo s Ci oziroma s Cn-i 

triangulacijami. Fiksirajmo eno izmed oglišč. Nato po vrsti v smeri urnih kazalcev 

prestavljamo novo stranico (glej sliko 16, primer a). Vsakič dobimo CiCn-i triangulacij. Na 

prvem koraku imamo C0 Cn ,triangulacij, kjer je C0=1. Zadnja možnost je Cn C0 triangulacij. 

Potem seštejemo te produkte. Formula (5) je tako potrjena.  

Lahko pa dokaz izvedemo tudi tako, da fiksiramo vstavljeno stranico in potem oglišče i 

postopoma premikamo od skrajne leve možnosti v nasprotni smeri urinega kazalca (glej 

primer b) na sliki 16). Rezultat je seveda enak kot prej. 

 Segnerjevo rekurzivno zvezo 

 𝐶0 = 1,       𝐶𝑛+1 = 𝐶0𝐶𝑛 + 𝐶1𝐶𝑛−1 + ⋯ + 𝐶𝑛−1𝐶1 + 𝐶𝑛𝐶0,   𝑛 ≥ 1 

lahko zapišemo tudi s skalarnim produktom:  𝐶0 = 1,  za 𝑛 ≥ 1 pa je  

𝐶𝑛+1 = (𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, ⋯ 𝐶𝑛−1, 𝐶𝑛) ∙ (𝐶𝑛, 𝐶𝑛−1, ⋯ 𝐶2, 𝐶1, 𝐶0) 

                                                      
6 Glej Koshy 2009: 117   (Roman 2015: 13 jo imenuje Catalanova rekurzivna zveza) 
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Slika 16: Rekurzivni prehod s C3 na C4 
 

Formula (5) je značilna za zaporedje Catalanovih števil. Če za nek problem ugotovimo, da 

število možnosti sledi rekurzivni formuli (5), potem je to dokaz, da možnosti štejejo 

Catalanova števila. 

2.7 Načini dokazovanja 

Velikokrat opazimo matematični ali drug problem, za katerega se nam zdi, da bi njihove 

možnosti štela Catalanova števila. Ko preštejemo in dobimo za n = 1 eno možnost, za n=2 

dve možnosti, za n = 3 pet možnosti, mogoče še za n = 4 štirinajst možnosti, zaslutimo, da 

morda gre za Catalanova števila. Toda brez dokaza ne moremo tega trditi. Pokažimo dve 

metodi dokazovanj a na znanem primeru. Vzemimo problem nenavzkrižnega rokovanja (glej 

Grimaldi 2012: 226 ali Roman 2015: 29 ali Stanley 2015:28). 

Problem 0: V krogu stoji 2n oseb. Na koliko različnih načinov se lahko hkrati rokujejo, ne 

da bi prekrižali roke. Za n = 1, 2, 3 in 4 so rešitve prikazane na sliki 17. Dobimo zaporedje 1, 

2, 5, 14…, kar kaže na hipotezo, da gre za Catalanova števila. 

Trditev 6: Število možnosti, na katere se lahko nekrižajoče rokuje 2n oseb, štejejo 

Catalanova števila.  
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Slika 17: Nekrižajoče se rokovanje 1, 2 in 3 parov ljudi 
 

Dokaz 1: Vzemimo, da stoji v krogu 2n ljudi, da želimo izračunati, na koliko načinov se lahko 

nekrižajoče rokujejo (Cn) in da poznamo vse možnosti C0 =1, C1, … C n-1. Osredotočimo se na  

 

Slika 18: Prikaz rekurzivnega postopka pri 2n osebah 

 

eno izmed oseb (slika 18). Ta se rokuje z eno izmed ostalih oseb. S tem je ta par razdelil 

ostalo množico 2n-2 ljudi na dve skupini. Če naj bo zadoščeno pogoju iz naloge, mora biti v 

vsaki skupini sodo število ljudi. Skupno je ostalo n-1 parov. Zato je v eni skupini i-parov, v 

drugi pa n-1-i parov, kjer je i=0, 1, 2, … n-1, torej:  

0 parov s C0 možnosti ter n-1 parov z Cn-1 možnostmi, skupaj C0Cn-1 možnosti 
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1 par s C1 možnostmi ter n-2 parov s Cn-2 možnostmi, skupaj C1 Cn-2 možnosti  

… 

n-1 parov s Cn-1 možnostmi ter 0 parov s C0 možnostmi, skupaj Cn-1 C0 možnosti. 

Tako je vseh možnosti v primeru 2n parov, n > 1: 

𝐶0 = 1, 𝐶1 = 1,      𝐶𝑛 = 𝐶0𝐶𝑛−1 + 𝐶1𝐶𝑛−2 + ⋯ + 𝐶𝑛−2𝐶1 + 𝐶𝑛−1𝐶0, 

kar je enakovredno rekurzivni formuli (5). Pokazali smo, da za problem nesekajočih se 

rokovanj 2n oseb velja formula (5), ki je značilna za zaporedje Catalanovih števil. Torej smo 

dokazali trditev 6. Število nesekajočih rokovanj je enako Catalanovim številom. 

Dokaz 2: (Dokazali bomo bijekcijo med množico rokovanj 2n oseb in eno izmed že prej 

dokazanih množic, katerih moči so Catalanova števila, na primer z množico Dyckovih poti 

dolžine 2n).  

a) Vzemimo eno izmed rokovanj 2n oseb (primer je na sliki 19). Naredimo obhod okrog 

krožnice tako, da začnemo pri enem izmed rokovanj in nadaljujemo v pozitivni smeri 

  

Slika 19: Nesekajočim se rokovanjem prirejena Dyckova pot 
 

urinega kazalca. Začetek rokovanja označimo z 1, kar predstavlja korak (1,1) na Dyckovi 

poti, konec povezave pa z -1, kar predstavlja korak (1,-1) na Dyckovi poti. Tako je 

Dyckova pot natanko določena. Ker je v nizu vedno najprej začetek povezave, Dyckova 

pot ne gre nikoli pod x-os. 
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b) Še obratno. Vzemimo Dyckovo pot dolžine 2n in ji priredimo prvega in drugega 

rokovalca: prvi rokovalec je vedno korak (1,1), drugi rokovalec pa korak (1,-1). 

Drugega rokovalca vedno povežemo z zadnjim prostim prvim rokovalcem. S tem 

natanko določimo nesekajoče se rokovanje 2n oseb. Primer ja na sliki 20. 

 

 

Slika 20: Dyckovi poti prirejeno nesekajoče se rokovanje 
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3 Novi primeri 

3.1  Nesekajoče se krožnice 

Problem 1 

Na koliko načinov lahko narišemo n krožnic v ravnini, ki potekajo skozi 2n različnih točk, 

ležečih na vodoravni osi, tako da se med seboj ne sekajo?7 Primeri za n=1, 2, 3 so prikazani 

na sliki 21. 

Slika 21: Nesekajoče se krožnice 
 

Trditev 7: Število načinov, na katere lahko narišemo nesekajoče se krožnice, opisane v 

problemu 1, štejejo Catalanova števila. 

Dokaz 1: Naredimo bijekcijo z Dyckovimi potmi dolžine 2n.  

a) Vzemimo poljubno rešitev nesekajočih se krožnic z 2n točkami. Vsaka krožnica poteka 

skozi dve točki, levo L in desno D. Pomikamo se od leve proti desni (primer je na sliki 

22). Dobimo niz, sestavljen iz natanko n L-jev in natanko n D-jev. Nizu priredimo 

Dyckovo pot tako, da L-ju ustreza pomik navzgor (rdeča točka  rdeča daljica), D-ju 

pa pomik navzdol (modra točka  modra daljica). Ker se niz začne z L in ker se v 

nadaljevanju vedno vsaka krožnica začne najprej z L in nato z D, je zaporedoma vedno 

več ali enako L-jev (to je Catalanova beseda dolžine 2n nad (L, D)). Zaradi tega se 

Dyckova pot nikoli ne spusti pod x-os.  

                                                      
7 Ideja za ta problem izhaja iz problema 61 (Stanley 2015: 28). Dokaz sva naredili na drug način. Podobno je tudi 
v (Grimaldi 2012: 186). 
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Slika 22: Nesekajočim se krožnicam prirejena Dyckova pot 
 

b) Vzemimo poljubno Dyckovo pot dolžine 2n. Tej poti priredimo rešitev problema 

nesekajočih se krožnic z 2n točkami. Na vodoravno os narišemo 2n različnih točk. 

Pomik navzgor na Dyckovi poti pomeni levo krajišče L premera krožnice, pomik 

navzdol pa desno krajišče D premera krožnice. Krožnice rišemo tako, da se ne sekajo: 

desno krajišče (spust) se nanaša vedno na tisto levo krajišče (dvig), ki je bilo zadnje na 

vrsti (glej primer na sliki 23). Tako ne pride do sekanja krožnic. Ker je pri Dyckovi poti 

od leve proti desni število dvigov vedno večje ali enako številu spustov, bo pri 

krožnicah nastopilo vedno najprej levo krajišče premera in šele nato desno krajišče.  

 

 

 

Slika 23: Dyckovi poti prirejene nesekajoče se krožnice 
 

(q.e.d.) 

 

Dokaz 2: Pokažemo, da za problem nesekajočih se krožnic velja Segnerjeva rekurzivna zveza. 

Vzemimo 2n + 2 različnih točk na premici. Naj bo 𝑇𝑛+1 število možnih rešitev problema 

nesekajočih se krožnic z 2n+2 različnimi točkami, 𝑇𝑖 pa število načinov za 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑇0 = 1. 

Izmed 2n+2 točk izberimo dve in narišimo krožnico s premerom, ki ga določata ti dve točki. 

Da bo zadoščeno pogojem danega problema, mora biti znotraj krožnice sodo število točk in 

zunaj krožnice sodo število točk (sicer bi zagotovo prišlo do sekanja krožnic). Naj bo znotraj 
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krožnice 2k točk, zunaj jih potem ostane 2n – 2k, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Tako smo dobili dekompozicijo 

na dva dela, ki imata vsak zase 𝑇𝑘 ter 𝑇𝑛−𝑘 rešitev. Pri vsakem 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 je torej 𝑇𝑘𝑇𝑛−𝑘 

rešitev, skupaj je 𝑇𝑛+1 = ∑ 𝑇𝑘𝑇𝑛−𝑘
𝑛
𝑘=0 , 𝑇0 = 1. To pa je ravno Segnerjeva rekurzivna zveza.  

        (q.e.d.) 

Dokaz 3: Obstaja naravna bijekcija s problemom nesekajočih se lokov nad 2n različnimi 

točkami na premici. Vsakemu loku priredimo krožnico in vsaki krožnici priredimo lok (glej 

Stanley 2015: 28, problem 61). Za dokaz problema nesekajočih se lokov Stanley predlaga 

bijekcijo s problemom nekrižajočih se rokovanj (glej problem 0) tako, da nekrižajoče se 

rokovanje prerežemo med dvema fiksnima točkama in »krožnico zravnamo.« Podobno idejo 

smo uporabili pri dokazu 1.  

(q.e.d.) 
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3.2 Sekajoče se krožnice 

Problem 2 

Na koliko različnih načinov lahko narišemo n krožnic, ki potekajo skozi 2n različnih točk, 

ležečih na vodoravni osi, tako da nobena izmed krožnic ni popolnoma znotraj druge 

krožnice?8 Primer je prikazan na sliki 24. 

 

Slika 24: Samostojne ali sekajoče se krožnice 
 

 

Trditev 8: Število načinov, na katere lahko narišemo samostojne ali sekajoče se krožnice, 

opisane v problemu 2, štejejo Catalanova števila. 

Dokaz 1: Naredimo bijekcijo z Dyckovimi potmi dolžine 2n.  

a) Vzemimo poljubno rešitev problema 2 z 2n točkami. Vsaka krožnica poteka skozi dve 

točki. Ko skozi točko določena krožnica poteka prvič, pomeni to pri Dyckovi poti 

pomik navzgor (glej primer na sliki 25, rdeča točka  rdeča daljica); ko skozi točko 

krožnica poteka drugič, pomeni to pri Dyckovi poti pomik navzdol (glej primer na sliki 

25, modra točka  modra daljica).  

 

Slika 25: Sekajočim se krožnicam prirejena Dyckova pot 
 

b) Vzemimo poljubno Dyckovo pot dolžine 2n. Tej poti priredimo rešitev s sekajočimi 

krožnicami z 2n točkami. Na vodoravno os narišemo 2n različnih točk. Pomik navzgor 

na Dyckovi poti pomeni levo krajišče premera krožnice (rdeča daljica  rdeča točka 

                                                      
8 Ideja za ta problem izhaja iz problema 64 (Stanley 2015: 29). Dokaz sva naredili na drug način. 
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na primeru sliki 26), pomik navzdol pa desno krajišče premera krožnice (modra daljica 

 modra točka na sliki 26). Krožnice rišemo tako, da nobena izmed krožnic ni 

popolnoma znotraj druge krožnice. 

 

 

Slika 26: Dyckovi poti prirejene sekajoče se krožnice 
 

(q.e.d.) 

 

Dokaz 2: Obstaja naravna bijekcija med obravnavanim problemom in problemom sekajočih 

se lokov, ki je opisan v Stanley 2015: 29 kot problem 64. Zamenjati moramo krožnice z loki. 

Stanley predlaga bijekcijo z množicami 𝐶𝑛(1, −1), kjer so od leve proti desni enice 1 leva 

krajišča premerov, -1 pa desna krajišča premerov lokov (ali krožnic v našem primeru). 

Podrobnosti so v Stanley 2015: 64. 

       (q.e.d.) 
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3.3 Plezalna stena 19 

Problem 3 

Imamo navpično plezalno steno, omejeno z leve strani, na katero postavljamo n + 1 polic 

od zgoraj navzdol. Prva polica se nahaja neposredno ob steni, pod njo pa ni nobene 

police (prva smer). Tudi v nadaljevanju nikoli ne postavimo na to prvo smer nobene 

poličke (oprimka). Nove smeri postavljamo desno od prve smeri. V naslednji smeri (ali v 

drugi vrsti) postavimo prvo poličko en nivo pod zgornjo poličko v prvi smeri. Nove police 

lahko postavimo pod prvo polico (premik za 1 navzdol) ali na mesti desno spodaj oziroma 

levo spodaj (premik za ena navzdol in ena desno oziroma levo). Nobeni dve polici se ne 

smeta dotikati. Tako kot smo nadaljevali v drugi smeri (vrsti), nadaljujemo v naslednjih. 

Omejeni smo s številom poličk, ki je pri danem n enako n+1 pri vsaki izdelani plezalni 

steni. Slika 27 prikazuje primere in število možnosti za 1 ≤ n ≤ 3. 

 

Slika 27: Prikaz možnih plezalnih sten 1 za n = 1,2 in 3 
 

Trditev 9: Število plezalnih sten 1 z n + 1 policami, opisanih v problemu 3, štejejo 

Catalanova števila.  

Dokaz 1: Naredimo bijekcijo s polnimi binarnimi drevesi.  

a) Plezalni steni priredimo polno binarno drevo tako, da začnemo z risanjem v 

korenu. Primer je na sliki 28. Vsaka polica, postavljena pod opazovano polico 

ustreza levi povezavi binarnega drevesa, polica desno spodaj pa predstavlja desno 

povezavo. Začnemo s polico, ki se nahaja ob steni in nadaljujemo s policami, ki se 

                                                      
9 Ideja za ta problem je povzeta po Duane: 3. 
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nahajajo desno spodaj in pod opazovano polico. Vsaki polici pripadata največ dve 

polici, in sicer prva polica pod njo in polica desno spodaj, ki je od nje oddaljena za 

korak navzdol in desno. Pripadajoča polica, ki se nahaja pod opazovano, 

predstavlja povezavo v levo, polica desno spodaj pa desno povezavo. 

 

 

Slika 28: Plezalni steni 1 prirejeno polno binarno drevo 
 

b) Obratno, polnemu binarnemu drevesu priredimo police tako, da leva povezava 

ustreza polici, ki je postavljena pod opazovano polico, desna povezava pa polici, ki 

se nahaja desno spodaj (glej primer na sliki 29). Police rišemo tako, da vsem 

desnim povezavam najprej določimo pripadajoče police desno spodaj. Narisanim 

policam z levimi povezavami določimo še police, ki se nahajajo pod opazovano 

polico, tako da začnemo risati pri tistih policah, ki se nahajajo skrajno desno 

spodaj. 

 

Slika 29: Polnemu binarnemu drevesu prirejena plezalna stena 1 
 

(q.e.d.) 

 

Dokaz 2: V članki Kepler Walls (glej Duane: 3) je opisana bijekcija med desnimi pol – stenami 

(ustreza plezalni steni 1) in Dyckovimi potmi preko binarnih dreves. Tip teh dreves je zajet v 

opisu problema 4 v Stanley 2015: 16. 

(q.e.d.)  
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3.4 Pajkova mreža 1 

Problem 4 

Narišemo n koncentričnih krožnic, ki jih razdelimo na n enakih izsekov. Odebeliti moramo 

n lokov krožnic, tako da začnemo s krožnico z najmanjšim polmerom v skrajno desnem 

zgornjem izseku (izsek v I. kvadrantu ob abscisni osi) in nadaljujemo z odebeljevanjem 

lokov po naraščajočih polmerih in izsekih v pozitivni smeri. Odebeljeni loki se ne smejo 

dotikati. Prvi lok v naslednjem izseku je za en nivo višje (dlje od sredine) kot v prejšnjem 

izseku. Nove loke pa rišemo v istem izseku ali v izseku levo ali desno. . Število pobarvanih 

izsekov je enako n. Prvih nekaj primerov je na sliki 30. 

 

Slika 30: Število pajkovih mrež 1 za n = 1,2,3 

 

Trditev 10: Število pajkovih mrež 1 na n krožnicah, opisanih v problemu 4, štejejo 

Catalanova števila.  

 

Dokaz: Naredimo bijekcijo s plezalno steno 1.  

a) Odebeljenim delom krožnic priredimo police tako, da lok najmanjše krožnice v 

prvem izseku predstavlja polico desno spodaj od police ob steni. Nadaljujemo z 

odebeljenimi loki krožnic po naraščajočih polmerih in po izsekih od desne proti 

levi. Premik na odebeljen lok nad opazovanim odebeljenim lokom predstavlja v 

plezalni steni premik navzdol. Če se v pajkovi mreži premaknemo na odebeljen 

lok, ki je v desnem izseku in bolj oddaljen od središča koncentričnih krožnic, to 

predstavlja v plezalni steni premik levo navzdol. Če pa se v pajkovi mreži 

premaknemo na odebeljeni lok v levem izseku, ki je bolj oddaljen od središča 

koncentričnih krožnic kot opazovan, to predstavlja v plezalni steni premik desno 

navzdol (glej primer na sliki 31). 
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Slika 31: Pajkovi mreži 1 priredimo plezalno steno 1 
 

b) Obratno, plezalni steni 1 priredimo pajkovo mrežo 1 tako, da polica desno spodaj 

od police pri steni predstavlja prvi krožni lok, ki je najbližje središču koncentričnih 

krožnic v skrajno desnem zgornjem izseku (glej sliko 32). Premik navzdol 

predstavlja v pajkovi mreži premik na krožni lok nad opazovanim lokom; premik 

desno ali levo navzdol pa premik na krožni lok v krožnem izseku levo ali desno od 

opazovanega. Polička levo spodaj predstavlja v pajkovi mreži odebelitev krožnega 

loka v desnem izseku, ki je bolj oddaljen od središča krožnic kot opazovan; polička 

desno spodaj pa odebelitev loka v levem izseku, ki je bolj oddaljen od središča 

krožnic.  

 

 

Slika 32: Plezalni steni 1 priredimo pajkovo mrežo 1 
 

Opomba: Pri tej bijekciji gre pravzaprav za naravno bijekcijo: loke v posameznem izseku 

nadometimo s poličkami v vrstah (smereh) v plezalni steni, v plezalni steni pa vedno dodamo 

začetno poličko v prvi vrsti, pod katero potem ni nobene poličke. V nasprotni smeri 

odtranimo poličko v prvi smeri in potem preslikamo poličke v posamezni smeri na loke v 

posameznem izseku. 

(q.e.d.)  
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3.5 Plezalna stena 2 

Problem 5 

Plezamo po plezalni steni s poličkami do višine n + 1. Začnemo na najnižji polički. Plezamo 

lahko navzgor ali pa desno, vendar moramo, ko gremo desno, vsaj še za eno poličko navzgor. 

Plezamo lahko tudi navzdol, vendar mora biti najnižja polička vsaj za 1 višje od najnižje 

poličke v prejšnji smeri. Primer je na sliki 33.  

 

 

Slika 33: Število plezalnih sten 2 za n =1, 2 in 3 
 

Trditev 11: Število plezalnih sten 2 s poličkami do višine n + 1, opisanih v problemu 5, 

štejejo Catalanova števila. 

Dokaz: Naredimo bijekcijo z Dyckovimi potmi.  

a) Vzemimo poljubno rešitev problema 5. V kolikor smereh plezamo, toliko vrhov je pri 

Dyckovi poti. Število poličk v posamezni smeri, zmanjšano za 1, določa, do katere 

višine rišemo Dyckovo pot (glej primer na sliki 34). Število poličk, ki so v dveh 

zaporednih smereh na enakih višinah, zmanjšano za 1, določa, do katere višine se 

spustimo pri risanju Dyckove poti. Število poličk v naslednji smeri, zmanjšano za 1, 

zopet pove, na katero višino se povzpnemo pri risanju Dyckove poti in tako dalje. 

Pri tem si lahko pomagamo tako, da naredimo niz števil; ta števila izmenično povejo, 

koliko poličk je v posamezni smeri in koliko poličk si sosednji vrsti ''delita''. Ta niz nato 

zmanjšamo za 1; prvo število pove, na katero višino se pri risanju Dyckovih poti 

povzpnemo, drugo pove, na katero se spustimo itd.  
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Slika 34: K izpeljavi bijekcije med plezalno steno 2 in Dyckovimi potmi 
 

Niz je v tem primeru: 3, 2, 3; ko ta niz zmanjšamo za 1, pa dobimo 2, 1, 2 (glej sliko 35). Pri 

Dyckovih poteh se torej najprej povzpnemo na višino 2, nato spustimo na višino 1 in nato 

spet povzpnemo na višino 2. 

 

Slika 35: Plezalni steni 2 prirejena Dyckova pot 
 

Še v splošnem: Plezalno steno 2 višine n+1 gradimo tako, da postavljamo poličke v več 

smereh (vsaka nova smer je desno od prejšnje) do vključno višine n + 1 po pravilih, ki so 

opisana v problemu 5. Iz opisa problema sledi, da imamo pri danem n najmanj eno smer 

(vseh n+1 poličk v prvi smeri) in največ n smeri (takrat sta v vsaki smeri po dve polički). 

Dyckova pot, ki jo bomo priredili plezalni steni 2 z višino n+1, bo potekala od točke (0,0) do 

točke (2n,0) in ne bo šla pod x-os. Naj ima plezalna stena z višino n+1 k smeri, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. V 

vsaki smeri preštejemo število poličk in dobimo niz 𝑠1, 𝑠2, ⋯ , 𝑠𝑘. Prav tako preštejemo, koliko 

je skupnih poličk ob prehodih med posameznimi smermi: 𝑝1,2, 𝑝2,3, ⋯ 𝑝𝑘−1,𝑘. Vsako od teh 

vrednosti zmanjšajmo za 1 in jih po vrsti zapišimo v nabor  

(𝑠1 − 1, 𝑝1,2 − 1, 𝑠2 − 1, 𝑝2,3 − 1, ⋯ , 𝑝𝑘−1,𝑘 − 1, 𝑠𝑘 − 1) = (𝑣1, 𝑑1,2, 𝑣2, ⋯ , 𝑑𝑘−1,𝑘, 𝑣𝑘). 



Kombinatorična igra Catalanovih števil 

38 

Zadnji nabor določa potek Dyckove poti: 𝑣𝑖  določa višino vrha, do katerega sega Dyckova 

pot, 𝑑𝑗 pa višino doline, do katere sega Dyckova pot. Na koncu potegnemo še zveznico od 

zadnjega vrha do točke (2n,0). Pot nikoli ne gre pod x-os, saj je vsak 𝑑𝑗 ≥ 0 po definiciji 

problema, ker je skupnih poličk na prehodu vedno manj kot poličk v levi smeri. 

 

 

b) Vzemimo poljubno Dyckovo pot (glej primer na sliki 36). Po vrsti zapišemo višine 

vrhov in dolin, jih povečamo za 1 in dobimo izmenično število poličk v posamezni 

smeri in koliko poličk se ''prekriva'' pri dveh sosednjih smereh. 

 

 

Slika 36: Dyckovi poti prirejena plezalna stena 2 

 

Niz je v tem primeru: 2, 0, 1; ko ga povečamo za 1 dobimo: 3, 1, 2. Plezalna stena torej ima v 

1. smeri 3 poličke, z 2. smerjo ima na isti višini 1 poličko, v 2. smeri sta 2 polički.  

V splošnem imamo dano Dyckovo pot od točke (0,0) do (2n, 0), ki ima k vrhov in k-1 dolin. 

Preštejmo višine vrhov in dolin ter jih zapišemo v nabor (𝑣1, 𝑑1,2, 𝑣2, ⋯ , 𝑑𝑘−1,𝑘, 𝑣𝑘). Nato 

vsako vrednost v naboru povečamo za 1 in označimo z 𝑠𝑖 (število poličk v smeri) in 𝑝𝑖 (število 

skupnih poličk na prehodu): 

(𝑣1 + 1, 𝑑1,2 + 1, 𝑣2 + 1, ⋯ , 𝑑𝑘−1,𝑘 + 1, 𝑣𝑘 + 1) = (𝑠1, 𝑝1, ⋯ 𝑝𝑘−1, 𝑠𝑘). S tem smo opisali 

plezalno steno 2: v prvi smeri je 𝑠1 poličk, v drugi smeri je 𝑠2 poličk, vmes je skupnih 𝑝1 poličk 

itd.  

(q.e.d.) 
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3.6 Pajkova mreža 2 

Problem 6 

Narišemo n + 1 koncentričnih krožnic, ki jih razdelimo na n enakih izsekov. Odebeliti 

moramo loke krožnic, tako da začnemo s krožnico z najmanjšim polmerom v prvem 

izseku nad pozitivnim bregom abscisne osi v pozitivni smeri in nadaljujemo z 

odebeljevanjem lokov po naraščajočih polmerih in izsekih v nasprotni smeri urinega 

kazalca. Na desno gremo lahko le s tistega loka, ki je bil odebeljen že v predhodnem 

izseku; ko odebelimo lok v novem izseku, pa moramo vedno odebeliti vsaj še enega nad 

njim. Odebelimo lahko tudi loke pod njim, vendar mora veljati, da ima odebeljen lok z 

najmanjšim polmerom večji polmer od odebeljenega loka z najmanjšim polmerom v 

predhodnem izseku. Primer je na sliki 37. 

 

 

Slika 37: Število pajkovih mrež 2 pri n = 1, 2 in 3 krožnicah 

 

Trditev 12: Število pajkovih mrež 2 na n krožnicah, opisanih v problemu 6, štejejo 

Catalanova števila. 

Dokaz: Naredimo bijekcijo s plezalno steno 2. 

a) Odebeljenim lokom priredimo poličke tako, da lok najmanjše krožnice v prvem izseku 

predstavlja najnižjo poličko na levi strani plezalne stene (glej sliko 38). Nadaljujemo z 

odebeljenimi loki krožnic po naraščajočih polmerih in po izsekih v nasprotni smeri 

urinega kazalca. Premik na odebeljen lok nad opazovanim odebeljenim lokom 

predstavlja v plezalni steni premik navzgor, premik na odebeljen lok v izseku levo od 

opazovanega pa premik desno na isti višini. Če povzamemo: loke v posameznem 

izseku prenesemo kot poličke v določeno smer na plezalni steni. 
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Slika 38: Pajkovi mreži 2 prirejena plezalna stena 2 
 

b) Poličkam priredimo odebeljene loke tako, da število poličk v vsaki smeri pove, koliko 

lokov odebelimo v posameznem izseku in na kakšni višini (primer je na sliki 39). 

Označimo lok, najbližji središču, z 0, naslednjega z 1, 2, 3 itn. in najnižjo poličko z 0, 

naslednjo z 1, 2, 3 itn. Pobarvane tri poličke na višini 0, 1 in 2 tako pomenijo tri 

odebeljene loke in sicer lok 0, 1 in 2. Dejansko prenesemo poličke iz posamezne 

smeri plezalne stene 2 na krožne loke v posameznem izseku. 

 

(q.e.d.) 

 

 

Slika 39: Plezalni steni 2 prirejena pajkova mreža 2 

  



Kombinatorična igra Catalanovih števil 

41 

3.7  Naraščajoče funkcije10 

Problem 7 

Imamo množico A prvih n naravnih števil. Iščemo vse naraščajoče funkcije iz množice A v 

množico A s pogojem 𝑓(𝑖) ≤ 𝑖. Primer je prikazan na sliki 40. 

 

Slika 40: Možne naraščajoče funkcij f(i)≤i, za n = 1, 2 in 3 

 

Trditev 13: Število možnih naraščajočih funkcij iz množice A v množico A s pogojem 𝑓(𝑖) ≤

𝑖 štejejo Catalanova števila.  

Dokaz 1: (Skica dokaza). Naredimo bijekcijo z Dyckovimi potmi.  

a) Naraščajočim funkcijam priredimo Dyckovo pot tako, da število preslikav v 1 

predstavlja število premikov navzgor (glej primer na sliki 41). V množici B se 

premikamo iz števila 1 po naraščajočih številih. Premik iz enega števila na drugo 

predstavlja v Dyckovi poti premik navzdol, število preslikav v opazovano število pa 

število premikov navzgor.  

 

Slika 41: Naraščajoči funkciji s pogojem f(i)≤i prirejena Dyckova pot 

                                                      
10 Varianta problema 78 Stanley 2015: 32. 
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b) Obratno, Dyckovi poti priredimo naraščajoče funkcije tako, premik navzgor 

predstavlja število preslikav v opazovano število množice B, premik navzdol pa 

prehod iz opazovanega števila na naslednje število v množici B. Preslikave 

začnemo vedno risati v število 1. Primer je na sliki 42. 

 

 

Slika 42: Dyckovi poti prirejena naraščajoča funkcija s pogojem f(i)≤i 
 

(q.e.d.) 

 

Dokaz 2: Naj bo množica 𝐴 = {1, 2, 3 ⋯ 𝑛}, 𝑛𝜖𝑁, 𝑓(𝑖) ≤ 𝑖 ter niz 𝑎𝑖 = 𝑓(𝑖) − 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. V 

koordinatnem sistemu narišemo stolpce visoke 𝑎𝑖 med premicama 𝑥 = 𝑖 − 1 ter 𝑥 = 𝑖. 

Zgornji rob dobljenega lika, podaljšan do točke (n,n), je Dyckova pot od točke (0,0) do točke 

(n,n), ki poteka pod premico 𝑦 = 𝑥 ali se te premice kvečjemu dotika, saj je 𝑓(𝑖) ≤ 𝑖. Z 

zrcaljenjem preko simetrale lihih kvadrantov in zasukom za 
𝜋

4
 v negativni smeri ter ustreznim 

raztegom dobimo naravno bijekcijo z Dyckovimi potmi med (0,0) in (0,2n), ki ne potekajo pod 

abscisno osjo. Preslikava v obratni smeri je očitna.  

  (q.e.d.)  
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3.8 Intervali realnih števil 

Problem 8 

Na abscisni osi imamo 2n točk. Sestavljamo intervale, pri čemer mora biti vsaka točka 

krajišče natanko enega intervala. Intervale tvorimo tako, da daljši intervali vsebujejo obe 

ali nobenega izmed krajišč krajših intervalov. Primer je na sliki 43. 

 

 

Slika 43: Število možnih razporeditev intervalov realnih števil za n = 1, 2 in 3 

 

Trditev 14: Število možnih razporeditev intervalov, opisanih v problemu 8, štejejo 

Catalanova števila.  

Dokaz 1: Naredimo bijekcijo z Dyckovimi potmi.  

a) Točka, ki označuje začetek novega intervala, v Dyckovi poti predstavlja premik 

navzgor; točka, ki označuje konec intervala, pa premik navzdol (glej primer na sliki 

44).  

 

 

Slika 44: Intervalom na realni osi priredimo Dyckovo pot 
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b) Obratno, Dyckovi poti priredimo intervale tako, da premik navzgor predstavlja točko, 

ki označuje začetek intervala; premik navzdol pa točko, ki označuje konec intervala 

(glej primer na sliki 45). 

 

 

 

Slika 45: Dyckovi poti priredimo intervale na realni osi 

 

(q.e.d.) 

 

Dokaz 2: V obravnavanem primeru gre za naravno bijekcijo s problemom 1 (nesekajoče se 

krožnice).  

          (q.e.d.)  
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3.9 Otroci skačejo po stopnicah 

Problem 9 

Na koliko načinov lahko otrok poskakuje po stopnicah, če začne na tleh, naredi 2n skokov v 

višini ene stopnice (n navzgor in n navzdol) in nato konča na tleh? Primer je na sliki 46. 

 

 

Slika 46: Prikaz števila različnih možnosti skakanja s po 2, 4 in 6 skoki pri n = 1, 2 in 3 

 

Trditev 15: Število načinov, na katere lahko otrok poskakuje po stopnicah, če začne na tleh, 

naredi 2n skokov v višini ene stopnice in nato konča na tleh, štejejo Catalanova števila. 

Dokaz 1: Naredimo bijekcijo z Dyckovimi potmi dolžine 2n.  

a) Vzemimo poljubno rešitev problema 9 z 2n skoki (glej primer na sliki 47). Vsak skok 

navzgor pomeni pri Dyckovi poti pomik navzgor, vsak skok navzdol pa pomeni pri 

Dyckovi poti pomik navzdol. 

 

 

Slika 47: Skokom po stopnicah prirejena Dyckova pot za 2n = 6 skokov 
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b) Vzemimo poljubno Dyckovo pot dolžine 2n (glej primer na sliki 48). Tej poti priredimo 

rešitev z 2n skoki po stopnicah. Pomik navzgor na Dyckovi poti pomeni skok na višjo 

stopnico, pomik navzdol pa skok na nižjo stopnico.  

 

 

Slika 48: Dyckovi poti prirejeni skoki po stopnicah 
 

(q.e.d) 

 

Dokaz 2: Vzemimo skupaj 2n skokov po stopnicah, od tega n skokov navzgor in n skokov 

navzdol, pri čemer je začetek in konec pod stopnicami. Prvi skok je vedno navzgor, zadnji 

vedno navzdol. Označimo skok navzgor z G in skok navzdol z D. Tako dobimo niz, sestavljen iz 

G-jev in D-jev. Iz pogojev problema je očitno, da je ta niz Catalanova beseda dolžine 2n nad 

(G,D). Vseh možnih Catalanovih besed dolžine 2n nad (G,D) pa je ravno 𝐶𝑛.  

         (q.e.d.) 

 

Dokaz 3: Naj bo 𝑇𝑛+1 število možnih rešitev problema 2n+2 skokov po stopnicah, 𝑇𝑘 pa 

število načinov za 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑇0 = 1. Vzemimo rešeni problem skokov po stopnicah pri 2n + 

2 skokih in zapišimo niz n+1 G-jev in n + 1 D-jev (G za skok navzgor in D za skok navzdol). 

Tako dobimo Catalanovo besedo dolžine 2n+2 nad (G,D). Poiščimo par G1, D1 tako, da 

vzamemo za G1 začetni G, za D1 pa prvi takšen D od leve proti desni, da je niz med G1 in D1 

Catalanova beseda nad (G,D) dolžine 2k. Tako je tudi niz, ki ostane desno od D1, Catalanova 

beseda nad (G,D). Njena dolžina je 2n – 2k. Tako smo dobili dekompozicijo G1X D1Y, kjer sta X 

in Y Catalanovi besedi, prva dolžine 2k, druga dolžine 2n – 2k, za 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Catalanova 

beseda X predstavlja rešitev problema pri 2k skokih, Y pa pri 2n-2k skokih. Vseh možnosti pri 

2k skokih je 𝑇𝑘, pri 2n-2k skokih pa 𝑇𝑛−𝑘. Pri vsakem 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 je 𝑇𝑘𝑇𝑛−𝑘 možnih rešitev, 

skupaj je torej 𝑇𝑛+1 = ∑ 𝑇𝑘𝑇𝑛−𝑘
𝑛
𝑘=0 , 𝑇0 = 1. To pa je ravno Segnerjeva rekurzivna zveza.  

(q.e.d.) 
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3.10 Gradovi iz mivke 

Problem 10 

Otroci na zidu nad ravnim peščenim jarkom gradijo naselje iz mivke. Pri tem imajo na 

voljo kanglice v obliki valja s premeri (2k + 1)a; k in a sta naravni števili. S kanglicami 

izdelujejo stolpe, ki jih lahko gradijo enega poleg drugega (med njima je razdalja a) ali 

enega na vrh drugega, pri čemer velja, da na večji stolp lahko položimo enega ali več 

manjših (rob manjšega stolpa je od spodnjega stolpa oddaljen za a, prav tako je za a 

oddaljen od morebitnih sosednjih stolpov). Koliko različnih naselij lahko zgradimo? 

Primer je prikazan na sliki 49. 

 

 

Slika 49: Možni gradovi pri n = 1, 2 in 3 

 

Trditev 16: Število načinov, na katere lahko narišemo naselja iz problema 10, štejejo 

Catalanova števila. 

Dokaz 1: Dokaz poteka z bijekcijo z Dyckovimi potmi. 

a) Vzemimo poljubno rešitev problema z n stolpi (glej primer na sliki 50). Vsak stolp in 

levo in desno stran. Ko pridemo do leve strani določenega stolpa, pomeni to pri 

Dyckovi poti pomik navzgor; ko pridemo do desne pa pomik navzdol.  

 

 

Slika 50: Gradovom prirejena Dyckova pot 
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b) Vzemimo poljubno Dyckovo pot dolžine 2n. Pomik navzgor po Dyckovi poti pomeni 

nov stolp, pomik navzdol po Dyckovi poti pa konec ''starega'' stolpa. Primer je na sliki 

51. 

 

 

Slika 51: Dyckovi poti prirejeni gradovi 

(q.e.d.) 

 

Dokaz 2: Če pogledamo na »gradove iz mivke« z vrha (naredimo projekcijo na ravnino), je 

očitna naravna bijekcija z nesekajočimi se krogi (problem 1) in obratno. 

(q.e.d.) 

 

Dodatek k problemu 10:  

Nekega dne je bil dež. Otroci so se želeli prav tako igrati. Razmišljali so, kako bi se podobno 

igro igrali pod šotorom. V šotoru je bilo nekaj vrvic in nekdo je dal idejo, da bi delali na 

vrvicah pentljice in šteli možnosti, na koliko načinov lahko na vrvici naredijo eno pentljico, 

dve pentljici, tri pentljice, štiri pentljice, … Kljub dežju jim je dan hitro minil. Drugi dan je bilo 

spet sonce. Pentljice so nesli na obalo, popravili razmočene gradove in naredili bijekcijo med 

množico pentljic in množico gradov (seveda pri enakem številu pentljic in stolpov). Rešitev je 

v prilogi B. Nekdo pa je trdil, da ta rešitev ni prava. Njegova rešitev je v prilogi C. Strinjali so 

se, da morajo navodila za izdelavo pentljic zapisati bolj natančno. 
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3.11  Pokrivanje strehe 

Problem 11 

Enakokrako streho, ki ima strešnike v n - 1 vodoravnih vrstah pokrivamo od vrha navzdol. Za 

vsako pokritje uporabimo najmanj 0 in največ n strešnikov. Strešnik ob robu strehe lahko 

zataknemo pod prejšnjega, strešnik, ki ni ob robu, pa hkrati pod oba prejšnja. Na koliko 

načinov lahko položimo strešnike? Primer je prikazan na sliki 52. 

 

 

Slika 52: Število možnih pokritij (posebne) strehe pri n = 1, 2 in 3 
 

Trditev 17: Število načinov, na katere lahko položimo strešnike (glej problem 11), štejejo 

Catalanova števila. 

 

Dokaz: Naredimo bijekcijo z Dyckovimi potmi. 

a) Streham priredimo Dyckovo pot tako, da ohranimo n vodoravnih vrst in odstranimo 

postavljene strešnike (glej primer na sliki 53). 

 

 

Slika 53: Strehi prirejena Dyckova pot 
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b) Dyckovi poti priredimo strešnike tako, da skozi prvi in zadnji premik potegnemo 

premici ter pobarvamo polja nad Dyckovimi potmi do presečišča premic. (Ali: Dyckovi 

poti priredimo strešnike tako, da Dyckove poti dopolnimo do enakokrakega trikotnika 

in pobarvamo polja nad Dyckovimi potmi do vrha trikotnika.) Primer je na sliki 54. 

 

 

 

Slika 54: Dyckovi poti prirejena streha 

(q.e.d.) 
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3.12  Zidarski meter 

Problem 12 

Na ordinatni osi imamo n točk. Z zidarskim metrom (lomljenko) moramo povezati 

najvišjo in najnižjo točko na ordinatni osi, tako da je vrednost koordinate x najmanj -1, 

njena vrednost pa navzgor ni omejena. Lomljenka (zidarski meter) lahko seka ordinatno 

os le v izbranih točkah, pri tem pa ni nujno, da vse dane točke na osi y ležijo na zidarskem 

metru. Pri tvorjenju zidarskega metra se lahko v koordinatnem sistemu premikamo le v 

desno ali levo navzdol. Primer je prikazan na sliki 55. 

 

 

Slika 55: Možne postavitve »zidarskega metra z 0, 2 in 4 odseki 

 

Trditev 18: Število možnih povezav najvišje in najnižje točke na ordinatni osi, opisanih v 

problemu 12, štejejo Catalanova števila.  

Dokaz: Naredimo bijekcijo z Dyckovimi potmi.  

a) Zidarskemu metru lahko priredimo Dyckove poti tako, da v iz najvišje točke tvorimo 

premik levo navzgor, iz najnižje točke pa narišemo premik levo navzdol. Sliko nato 

zasukamo za 90° v levo. Nastala slika je Dyckova pot (glej primer na sliki 56). 
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Slika 56: »Zidaskemu metru« prirejena Dyckova pot 
 

b) Obratno, Dyckovi poti priredimo zidarski meter tako, da izbrišemo povezavo iz točke 

(0,0) v točko (1,1) ter povezavo iz (1,n-1) v (n,n). Dobljeno sliko zasukamo za 90° v 

desno. Primer je na sliki 57. 

 

 

Slika 57: Dyckovi poti prirejen »zidarski meter« 

(q.e.d.)  
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3.13 Nedoločeni integrali 

Problem 13 

Imamo n znakov nedoločnega integrala in n diferencialov  neodvisne 

spremenljivke, tako da jih razporedimo na različne ravni. Koliko možnih smiselnih izrazov 

dobimo? Prvih nekaj primerov je na sliki 58. 

 

n = 1          ∫ 𝑑𝑥 

n = 2          ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑥          ∫ ∫ 𝑑𝑥 𝑑𝑥 

n = 3          ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑥          ∫ 𝑑𝑥 ∫ ∫ 𝑑𝑥 𝑑𝑥          ∫ ∫ 𝑑𝑥 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑥          ∫ ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑥 𝑑𝑥 

                   ∭ 𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 

Slika 58: Število smiselnih postavitev integralskih znakov 

 

Trditev 19: Število možnih matematično smiselnih razporeditev n znakov nedoločnega 

integrala in n diferencialov neodvisne spremenljivke, opisanih v problemu 13, štejejo 

Catalanova števila.  

 

Dokaz 1: Naredimo bijekcijo z Dyckovimi potmi: 

a) Znak za nedoločni integral predstavlja pri Dyckovih poteh premik navzgor, 

diferencial neodvisne spremenljivke pa premik navzdol (glej primer na sliki 59). 

 

 

Slika 59: Nedoločenemu integralu prirejena Dyckova pot 

 



Kombinatorična igra Catalanovih števil 

54 

b) Obratno, Dyckovim potem priredimo razporeditev nedoločnih integralov tako, da 

premik navzgor predstavlja znak za nedoločni integral, premik navzdol pa 

predstavlja diferencial neodvisne spremenljivke (glej primer na sliki 60). 

 

 

Slika 60: Dyckovi poti prirejen izraz z nedoločenimi integrali 
 

Dokaz 2: Smiselno zaporedje n simbolov za nedoločeni integral in n simbolov za diferencial 

neodvisne spremenljivke 𝑑𝑥 je zaradi matematičnih lastnosti teh dveh simbolov Catalanova 

beseda dolžine 2n nad (∫, 𝑑𝑥), moč množice vseh Catalanovih besed dolžine 2n nad (∫, 𝑑𝑥) 

pa je enaka 𝐶𝑛. 

(q.e.d.)  
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3.14 Rožice z listi  

Problem 14 

Imamo rožo z vodoravnim steblom ter cvetom. Na steblo narišemo n - 1 listov tako, da se 

nov list nahaja na steblu ali na že obstoječem listu. Lega lista (desna ali leva stran) na 

steblu je pomembna, lega listov na obstoječih listih pa ne. Liste delimo na različne ravni: 

prva raven pomeni, da se list nahaja na steblu, druga raven predstavlja lego na listu, ki je 

pripeto na steblo. Enako velja za vse nadaljnje ravni. Prvih nekaj primerov je na sliki 61. 

 

 

Slika 61: Število možnih rasti rože s posebnim razporedom listov 

 

Trditev 20: Število možnih razporeditev n - 1 listov, opisanih v problemu 14, štejejo 

Catalanova števila.  

 

Dokaz: Naredimo bijekcijo s polnimi binarnimi drevesi:  

a) Liste priredimo polnemu binarnemu drevesu tako, da binarno drevo obrnemo za 

120° ter ga rišemo od spodaj navzgor (glej primer na sliki 62). Prav tako tudi liste 

opazujemo od spodaj navzgor. Steblo predstavlja prvo vozlišče z levim in desnim 

potomcem. Prvi list na desni predstavlja desno povezavo binarnega drevesa in 
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pripadajoči novi dve veji, prvi list na levi pa levo povezavo binarnega drevesa s 

pripadajočima vejama. Če je naslednji list na isti ravni kot prejšnji list, to pomeni 

nadaljevanje risanja binarnega drevesa po zunanji veji; če pa je naslednji list nižje 

ravni kot prejšnji, moramo risanje binarnega drevesa nadaljevati po notranji veji.  

 

 

Slika 62: Roži prirejeno polno binarno drevo 
 

b) Obratno, polnemu binarnemu drevesu priredimo rožo z listi tako, da drevo 

najprej zasukamo za 120°. Drevo, ki se nadaljuje po levem potomcu, na steblu 

predstavlja na levi strani začeten list; nadaljevanje po desnem potomcu pa 

predstavlja začeten list na desni strani stebla. Primer je na sliki 63. Ko se 

pomikamo po binarnem drevesu navzgor, nadaljevanje po zunanji veji predstavlja 

list, ki je na isti ravni kot predhodni; nadaljevanje po notranji veji pa list, ki je na 

nižji ravni kot predhodni (torej list, ki se nahaja na prejšnjem listu).  

 

 

Slika 63: Polnemu binarnemu drevesu prirejena roža 

(q.e.d.) 
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3.15 Večdelni ulomki11 

Problem 15 

Koliko različnih količnikov dobimo, če n + 1 števil delimo med seboj tako, da v zapisu 

vrstnega reda števil ne spreminjamo, lahko pa jih delimo v poljubnem vrstnem redu? Izraz 

zapišemo v obliki večdelnega ulomka. Primeri so na sliki 64. 

 

 

a) večdelni ulomek:                    

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

⋮
𝑥𝑛+1

 

b) primeri 

n = 1      (  
x₁
x₂) 

n = 2     
(

x₁

x₂
)

x₃
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(
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)
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)
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)
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(
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(
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(
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)

 

Slika 64: Primer in število možnih večdelnih ulomkov pri dveh, treh in štirih spremenljivkah 

 

Trditev 21: Število večdelnih ulomkov, opisanih v problemu 15, štejejo Catalanova števila. 

Dokaz 1: Naredimo bijekcijo med množico večdelnih ulomkov in ustrezno množico polnih 

binarnih dreves. 

a) Vsakemu večdelnemu ulomku priredimo polno binarno drevo. Začnemo s korenom, 

ulomkove črte določajo položaj vozlišč. Primer je na sliki 65. 

 

                                                      
11 Prirejeno po Koshy 2009: 150. Uvrstili sva ga, ker gre za srednješolsko snov. 
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Slika 65: Večdelnemu ulomku prirejeno polno binarno drevo 
 

b) Še v nasprotni smeri. Vsakemu polnemu binarnemu drevesu priredimo večdelni 

ulomek. Vozlišča določajo položaj ulomkovih črt in zaporedje deljenj. Primer je na 

sliki 66.  

 

Slika 66: Polnemu binarnemu drevesu prirejen večdelni ulomek 

 
(q.e.d.) 

Dokaz 2: Naj bo 𝑇𝑛+1 število možnih zapisov večdelnega ulomka z n+1 spremenljivkami, 𝑇𝑖 pa 

število načinov za 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑇0 = 1. Izberimo k in spremenljivo 𝑥𝑘+1. Nad to spremenljivko 

je večdelni ulomek s k spremenljivkami, pod njo pa večdelni ulomek z n-k spremenljivkami. 

Vseh možnosti pri k spremenljivkah je 𝑇𝑘, pri n-k spremenljivkah pa 𝑇𝑛−𝑘. Pri vsakem 0 ≤

𝑘 ≤ 𝑛 je 𝑇𝑘𝑇𝑛−𝑘 možnih rešitev, skupaj je torej 𝑇𝑛+1 = ∑ 𝑇𝑘𝑇𝑛−𝑘
𝑛
𝑘=0 , 𝑇0 = 1. To pa je 

Segnerjeva rekurzivna zveza. (q.e.d.)  
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Dokaz 3: Večdelnemu ulomku priredimo naravno bijekcijo s problemom postavitve oklepajev 

v niz n + 1 x-ov, kjer binarna operacija ni asociativna, tako da dobimo dobro definiran 

produkt. Pri tem deljenje zamenjamo z množenjem (in obratno). S problemom smiselnega 

postavljanja oklepajev se je prvi ukvarjal Catalan, ki je tudi povezal »oklepaje« s 

triangulacijami konveksnih večkotnikov. Dokaz z bijekcijo je narejen v Stanley 2015: 8. 

(q.e.d.)  
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3.16 Sortiranje parov 

Problem 16 

V košari imamo n-parov nogavic. Iz košare vlečemo po eno nogavico. Če izvlečena 

nogavica z prej izvlečeno nogavico tvori par, jo položimo v drugo košaro, sicer pa jo 

odložimo na mizo za tako dolgo, dokler iz košare ne izvlečemo njenega para. Opomba: 

zaporedje barv ni pomembno, pomembna je številka zaporednega koraka, pri kateri 

tvorimo par. Par lahko nastane tudi pri drugačnem zaporedju barv. Primeri so na sliki 67. 

 

Slika 67: Število možnih nizov parov. 

 

Trditev 22: Število možnih razporeditev korakov, pri katerih zložimo vse nogavice po parih, 

opisanih v problemu 16, štejejo Catalanova števila.  

Dokaz: (Skica dokaza) Naredimo bijekcijo s Dyckovimi potmi.  

a) Sortiranju nogavic priredimo Dyckovo pot tako, da izvlečena nogavica, ki z nobeno 

nogavico ne tvori para, predstavlja premik navzgor; izvlečena nogavica, ki tvori 

par, pa premik navzdol (glej primer na sliki 68). 

 

 

Slika 68: Nizu parov prirejena ustrezna Dyckova pot 
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b) Obratno, Dyckovi poti priredimo sortiranje nogavic tako, da premik navzgor 

predstavlja dogodek, ko smo iz košare izvlekli nogavico brez para; premik navzdol 

pa pomeni, da smo iz košare izvlekli nogavico, ki tvori z prej izvlečeno nogavico 

par (glej primer na sliki 69). 

 

 

Slika 69: Dyckovi poti prirejen ustrezen niz parov 

(q.e.d.) 
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3.17 »Ušesa« v zvezku12 

Problem 17 

Imamo zvezek z n listi. Ob robu zvezka se listi prepogibajo in nastajajo »ušesa«. Listi se 

prepogibajo tako, da se pregib prvega lista nahaja zraven pregiba drugega ali v njem. Vsi 

pregibi (zavihki) morajo biti narejeni v isto smer. Primeri so na sliki 70. 

 

Slika 70: Število možnih zavihkov »ušes v zvezku« pri n=1, 2 in 3 listih 

 

Trditev 23: Število možnih razporeditev prepognjenih listov, opisanih v problemu 17, 

štejejo Catalanova števila.  

Dokaz 1: Naredimo bijekcijo »ušes« v zvezku z Dyckovimi potmi.  

a) »Ušesom« v zvezku priredimo Dyckovo pot tako, da opazujemo prepognjene liste 

od leve proti desni: prva polovica prepognjenega lista predstavlja pri Dyckovi poti 

premik navzgor, druga polovica pa premik navzdol (glej primer na sliki 71).  

                                                      
12 Prirejeno po Grimaldi 2012: 162. 
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Slika 71: »Ušesom v zvezku« prirejena Dyckova pot 
 

b) Obratno, Dyckovi poti priredimo »ušesa« v zvezku tako, da premik navzgor 

predstavlja prvo polovico prepognjenega lista, premik navzdol pa drugo polovico 

(glej primer na sliki 72).  

 

 

Slika 72: Dyckovi poti prirejena »ušesa v zvezku« 
 

Dokaz 2: Vzemimo poljubno rešitev problema »ušesa v zvezku« z n listi. Naj bodo vsi zavihki 

narejeni v desno smer. Vsaka taka rešitev je sestavljena iz n ravnih listov in n ušes (zavihkov). 

Ravni del lista označimo z R, prepognjeni pa z U. Označimo od leve proti desni niz R-jev in U-

jev. Vedno se bo začel z R in končal z U. Dobimo Catalanovo besedo dolžine 2n nad (R, U). 

Moč množice Catalanovih besed dolžine 2n nad (R, U) pa je enaka 𝐶𝑛. 

(q.e.d.) 

Dokaz 3: Naj bo 𝑇𝑛+1 število možnih različnih »ušes v zvezku« z n+1 spremenljivkami, 𝑇𝑖 pa 

število načinov za 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑇0 = 1. Ravni del lista označimo z R, zavihani pa z U in 

naredimo niz n+1 R-jev in n+1 U-jev od leve proti desni. Ta niz je Catalanova beseda dolžine 

2n+2 nad (R,U). Izberimo par R1 in U1 tako, da je R1 začetek niza z leve smeri in U1 prvi tak U, 
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da je niz med R1 in U1 Catalanova beseda dolžine 2k nad (R,U). Desno od U1 je prav tako 

Catalanova beseda nad (R,U). Njena dolžina je seveda 2n-2k. Dobili smo dekompozicijo za 

vsak 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Vseh možnosti na levem delu med R1 in U1 je 𝑇𝑘, na nizu desno od U1 pa 

𝑇𝑛−𝑘. Pri vsakem je 𝑇𝑘𝑇𝑛−𝑘 možnih rešitev, skupaj je torej 𝑇𝑛+1 = ∑ 𝑇𝑘𝑇𝑛−𝑘
𝑛
𝑘=0 , 𝑇0 = 1. To 

pa je Segnerjeva rekurzivna zveza. 

(q.e.d.) 

  



Kombinatorična igra Catalanovih števil 

65 

4 Ni vse zlato, kar se sveti 

4.1  Tek mimo ovir 

Opisali sva tale zanimiv primer. Vzemimo, da imamo n ovir. Na kolik načinov lahko tečemo 

mimo? Pri n = 1 sploh ne tečemo, zato je to 1 način. Pri n = 2 smo dobili 2 načina, pri n = 3 pa 

 

Slika 73: Število možnosti »teka mimo ovir« pri n = 1, 2, 3 in 4 
 

5 načinov. Upanje, da smo odkrili nov primer, povezan s Catalanovimi števili, splahni pri n = 

4, ko dobimo 16 načinov. 
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4.2 Prepogibanje papirnatega traku13 

Prepogibamo papirni trak in štejemo vse možnosti pri danem številu prepogibanj. Na sliki 74 

je prikazano prepogibanje pri 0, 1, 2, 3 in 4 pregibih.  

 

Slika 74: Število možnosti prepogibanja papirnatega traku pri n=0,1,2,3,4 

 

Vse kaže, da so v igri Catalanova števila. Vendar se izkaže, da dobim pri n = 5 samo 39 

možnosti, ne pa 42. Torej število možnosti prepogibanj papirnatega traku niso povezana s 

Catalanovimi števili. 

4.3 Hanojski stolpi 

Pomislili sva, da bi lahko poskusili tudi s Hanojskimi stolpi, saj gre tam tudi za rekurzijo. 

Obročke označimo s števili: manjše število predstavlja manjši obroček. Definirajmo dva 

problema. 

Prvi: n-obročkov razporejamo na največ n – klinov tako, da je vedno manjši obroček položen 

na večji obroček.  

                                                      
13 Povzeto po Koshy 2009: 311. 
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Slika 75: Število možnosti postavljanja n obročkov na n klinov za pri n=1, 2, 3 in 4. 

 

Število možnosti se lepo začne z 1,2,5, toda pri n = 4 smo dobili 15 možnost. Moči tako 

opisanih množic niso enake Catalanovim številom. 

 

Drugič: V prejšnjem problemu nismo bili omejeni s številom klinov. To naredimo sedaj. n-

obročkov razporejamo na 3 kline tako, da je vedno manjši obroček položen na večji obroček. 

Sedaj dobimo zaporedje 1, 2, 5, 14, … Izrisali sva si vse možnosti za n = 4 in dobili 41 načinov. 

Torej tudi v tem primeru moči množic niso členi zaporedja Catalanovih števil. 

 

 

 

 

  



Kombinatorična igra Catalanovih števil 

68 

4.4 Ruske babuške 

Na razpolago imamo n različno velikih babušk, ki jih lahko zlagamo skupaj, tako da stojijo ena 

zraven druge ali ena v drugi (glej sliko 76). Čeprav sprva število razporeditev kaže na 

Catalanova števila, dobimo pri n = 4 vsaj 15 možnosti. Razporejanje babušk torej ne štejejo 

Catalanova števila. 

  

 

Slika 76: Število možnosti zlaganja »ruskih babušk« pri n = 1, 2, 3 in 4 
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5 Zaključek 

Področje raziskovanja Catalanovih števil je zelo široko. V nalogi sva navedli le nekaj 

zgodovinskih dejstev, a so vsa zelo zanimiva. Objavljenih je veliko interpretacij Catalanovih 

števil, od zelo preprostih primerov do področja algebrskih struktur, teorije urejenosti in 

računalniškega programiranja. Pregledali sva našteto literaturo in prešteli več kot 800 

primerov množic, katerih moči štejejo Catalanova števila. Nove primere je bilo zelo težko 

poiskati. Kot je navedeno v nalogi, so nekateri problemi le variante že odkritih primerov. 

Dejstvo je, da vsak problem ponuja izziv. Tudi če je le malo preoblikovan, zahteva določen 

uvid in utemeljitev. Tak primer je na primer problem »pokrivanja strehe«, ki je le drug 

pogled na Dyckove poti, a je nov. Po najinih izkušnjah je tudi problem, ki je podoben že 

odkritemu, a je postavljen v drugo situacijo, prav tako zahteven, saj zahteva uvid v situacijo 

in prepoznavanje vzorca. Tudi v literaturi, ki sva jo pregledovali, je veliko problemov, ki so si 

podobni med sabo. V Stanley 2015 je ogromno primerov s področja Dyckovih poti in s 

področja permutacij. Zanimivi so zlasti dokazi. Največji izziv nama je predstavljal problem, ki 

sva definirali povsem na novo in ga poimenovali Pajkova mreža 2. Zelo dolgo časa sva iskali 

bijekcijo. Ko sva mislili, da imava rešitev, se je izkazalo, da ni prava, saj sva našli proti primer. 

Zato sva bili zelo zadovoljni, ko sva končno našli pravi dokaz.  

Res je tudi to, da nekaj problemov, ki sva si jih zamislili in rešili, nisva vključili v raziskovalno 

nalogo, ker so bili preveč podobni objavljenim problemom. 

Zelo zanimivo se nama zdi dejstvo, da so tako različne stvari skrivajo za istim principom. 

Vzemimo na primer niz 1 in -1 z delnimi nenegativnimi vsotami. Na prvi pogled nič 

posebnega, a vsebuje dovolj informacij o natanko določeni triangulaciji večkotnika. Ali pa na 

primer, če pri 10 skokih po stopnicah naredimo 5 skokov po eno stopnico navzgor in nato pet 

skokov po eno stopnico navzdol, smo s tem natanko določili triangulacijo konveksnega 7-

kotnika (glej sliko 77). 

 

 

Slika 77: Od skokov po stopnicah do triangulacije 
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Omeniva še pet področij, na katerih bi lahko nadaljevali raziskovanje Catalanovih števil. 

a) Raziskovanje lastnosti Catalanovih števil, na primer deljivost … 

 

b) Izpeljave eksaktne formule na različne načine in njene uporabe … 
 

 

c) Raziskovanje Catalanovega trikotnika. Catalanov trikotnik je že opisan in raziskan 

v literaturi (glej na primer Koshy 2009: 244). Zanimivo bi si bilo ogledati trikotnik, 

ki bi nastal iz Catalanovega trikotnika na enak način, kot iz Pascalovega trikotnika 

nastane trikotnik Sierpinskega, ki je fraktal. Kakšne lastnosti ima »Catalanov 

fraktalni trikotnik«, kolikšna je njegova fraktalna dimenzija? Itd 

 

d) Posebno igralno zaporedje (ali niz števil iz 1 in -1 z nenegativnimi delnimi vsotami) 

nam daje idejo, da je mogoče ta princip zaslediti kje v naravi. Na primer:  +++-+---  

spominja na tok električno nabitih delcev, kjer se ohranja +. 

 

e) Ko sva v internetni brskalnik natipkali iskalni besedi RNA and Catalan numbers, 

sva dobili kar nekaj zadetkov. Na strani http://rosalind.info/problems/cat/ pa so 

objavljene informacije o povezavi problema nesekajočih se rokovanj z 

razporeditvijo nukleotidov U, A, G in C.  

 

 

 

Slika 78: Nesekajoče se povezave nukleotidov U-A in C-G 
(Vir: http://rosalind.info/problems/cat/) 

 

Dušikove baze (adenin, ki ga označimo s črko A, gvanin - G, citozin- C, uracil- U) so 

sestavni del nukleotidov RNK (ribonukleinske kisline) in nastopajo v določenem 

zaporedju, para pa sta U-A in G-C. Mogoče pa je tudi kakšna povezava s 

Catalanovimi števili, natančneje s problemom nesekajočih se rokovanj (glej 

problem 0). Na omenjeni internetni strani sta prikazana dva niza dušikovih baz U, 

A, G in C tako, da se povezave U-A in G-C ne sekajo (glej sliko 78).  

http://rosalind.info/problems/cat/
http://rosalind.info/problems/cat/
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Nekaj o teh povezavah je tudi na internetnem naslovu http://www-

math.ucdenver.edu/~wcherowi/courses/m5793/rna.pdf. Zelo zanimivo. 

 

 

  

http://www-math.ucdenver.edu/~wcherowi/courses/m5793/rna.pdf
http://www-math.ucdenver.edu/~wcherowi/courses/m5793/rna.pdf
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8 Priloge 

 A Prvih 130 Catalanovih števil 

𝑛 𝐶𝑛 
1 1 

2 2 

3 5 

4 14 

5 42 

6 132 

7 429 

8 1430 

9 4862 

10 16796 

11 58786 

12 208012 

13 742900 

14 2674440 

15 9694845 

16 35357670 

17 129644790 

18 477638700 

19 1767263190 

20 6564120420               

21 24466267020 

22 91482563640 

23 343059613650 

24 1289904147324 

25 4861946401452 

26 18367353072152 

27 69533550916004 

28 263747951750360 

29 1002242216651368 

30 3814986502092304 

31 14544636039226909 

32 55534064877048198 

33 212336130412243110 

34 812944042149730764 

35 3116285494907301262 

36 11959798385860453492 

37 45950804324621742364 

38 176733862787006701400 

39 680425371729975800390 

40 2622127042276492108820 
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𝑛 𝐶𝑛 
41 10113918591637898134020 

42 39044429911904443959240 

43 150853479205085351660700 

44 583300119592996693088040 

45 2257117854077248073253720 

46 8740328711533173390046320 

47 33868773757191046886429490 

48 131327898242169365477991900 

49 509552245179617138054608572 

50 1978261657756160653623774456 

51 7684785670514316385230816156 

52 29869166945772625950142417512 

53 116157871455782434250553845880 

54 451959718027953471447609509424 

55 1759414616608818870992479875972 

56 6852456927844873497549658464312 

57 26700952856774851904245220912664 

58 104088460289122304033498318812080 

59 405944995127576985730643443367112 

60 1583850964596120042686772779038896 

61 6182127958584855650487080847216336 

62 24139737743045626825711458546273312 

63 94295850558771979787935384946380125 

64 368479169875816659479009042713546950 

65 1440418573150919668872489894243865350 

66 5632681584560312734993915705849145100 

67 22033725021956517463358552614056949950 

68 86218923998960285726185640663701108500 

69 337485502510215975556783793455058624700 

70 1321422108420282270489942177190229544600 

71 5175569924646105559418940193995065716350 

72 20276890389709399862928998568254641025700 

73 79463489365077377841208237632349268884500 

74 311496878311103321137536291518809134027240 

75 1221395654430378811828760722007962130791020 

76 4790408930363303911328386208394864461024520 

77 18793142726809884575211361279087545193250040 

78 73745243611532458459690151854647329239335600 

79 289450081175264899454283846029490767264392230 

80 1136359577947336271931632877004667456667613940 

81 4462290049988320482463241297506133183499654740 

82 17526585015616776834735140517915655636396234280 

83 68854441132780194707888052034668647142985206100 

84 270557451039395118028642463289168566420671280440 

85 1063353702922273835973036658043476458723103404520 
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𝑛 𝐶𝑛 
86 4180080073556524734514695828170907458428751314320 

87 16435314834665426797069144960762886143367590394940 

88 64633260585762914370496637486146181462681535261000 

89 254224158304000796523953440778841647086547372026600 

90 1000134600800354781929399250536541864362461089950800 

91 3935312233584004685417853572763349509774031680023800 

92 15487357822491889407128326963778343232013931127835600 

93 60960876535340415751462563580829648891969728907438000 

94 239993345518077005168915776623476723006280827488229600 

95 944973797977428207852605870454939596837230758234904050 

96 3721443204405954385563870541379246659709506697378694300 

97 14657929356129575437016877846657032761712954950899755100 

98 57743358069601357782187700608042856334020731624756611000 

99 227508830794229349661819540395688853956041682601541047340 

100 896519947090131496687170070074100632420837521538745909320 

101 3533343320884635898708258511468514257188006702535057407320 

102 13927547459020991989083038404429289207944958458536245702640 

103 54906677482678910726192747555923159377475316999998660943100 

104 216489185503133990863274261791925599831188392742851863147080 

105 853702637172735926234421145556838686126761775155774328259240 

106 3366939372774715522158184331074634818182181954352680060985040 

107 13280705303722489004068393750349948449496384375502238018329880 

108 52391773216519910749994580850004383791591241114366627044787600 

109 206709359781542193322705891717290023323187260396682873976707440 

110 815663960219058384462569194343901173113117297781505394610791520 

111 3218959557293069695825496284821467129607123621602012360874730820 

112 12704920022590345879098861442746675573493602966676969141151592440 

113 50151000089172417943811295168736877263790538026356457136124707000 

114 197987426438993719534698504405274280676181776208398535128701017200 

115 781708976802233823680102715669100177152510806064194216284009188600 

116 3086748267372923303762456877257472494397093952150920751480446539600 

117 12190039767760866606383939871203238833805472726290924323643119385200 

118 48145535217206784075634048230802707999063631776107012034556858076000 

119 190174864107966797098754490511670696596301345515622697536499589400200 

120 751269297881058917464501210451062751843240026086509499359064493663600 

121 2968129521136642608343357241290264314659358135849980153205484311031600 

122 11727731278637465915893265197293239487190634585553580117543620936271200 

123 46343454246228695957965322150594252812285572152590760141906244022362000 

124 183149331181095806425878953139148487114152581147038684080813476376374624 

125 723875928001473901587997767169015449070222106438295751367024692344718752 

126 2861304849265668492891140780463352404986232263244287143198790516197234752 

127 11311095732253345760960290897769189975961199415637572612957718759342193629 

128 44718285453094622775889522153971216184032648852520635911693306722980765510 

129 176809220945312585436978572208778500912252165463043129681618151197016257478 

130 699138751524213124094312216825551629561424593205010237977696200916445964684 
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 B »Rešitev« problema 10 s pentljicami 

     

 

Foto: Tjaša Valič 
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 C Druga rešitev problema 10 s pentljicami  
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